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Bevezetés

Fizika: a sz6 eredeti gordg alakjanak jelentése "természet", akkoriban az Osszes természeti
jelenség vizsgalatat jelentette.

Késobb a vizsgalatok kore sziikiil: élettelen természet jelenségei anyagi mindség valtozasa
nélkiil (utobbi a kémia "teriilete"). Ennek a sziikitett teriiletnek a jellegzetességei:

— ajelenségek egyszeriibben vizsgalhatok, matematikailag konnyebben leirhatdk (a fizika
un. egzakt tudomany)

— a feltart torvények altalanosak, a jelenségek széles korében érvényesek (pl. kémia,
bioldgia).

Ma nehéz definidlni a vizsgalati teriiletet, de a fentinél sokkal szélesebb:

— amodern fizika alapveten fontos szerepet jatszik az anyagatalakuldssal jaré jelenségek
leirasaban (pl. kémiai kotés, vegyiiletképzddés, magatalakulasok), s6t a bonyolultabb
természettudomanyokban, mint a biologia €s az orvostudomany is (biofizika),

— a modern technologiak megalapozasaban kozvetleniil részt vesz, aminek tarsadalmi
hatasai is vannak (mikroelektronika, atomenergia)

— a Fold és a vilagegyetem egészének megértéséhez nélkiilozhetetlen (pl. "globalis
problémak")

— a fizika kisérletezé tudomany, ezért uj, hatékony mérési modszereket fejleszt ki,
amelyeket mas tudomanyok és a technika felhasznal.

Jobb egy olyan definicid, amely nem tudomanyteriilethez kapcsolja a fizikat, ilyen példaul az
alabbi:
a fizika az anyag részei kozotti kolcsonhatisok- és az ebbdl fakado folyamatok
vizsgalataval és értelmezésével, az anyag tulajdonsagainak magyardzataval és
megvaltoztatdsaval, a természeti jelenségek magyardzataval foglalkozik.
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A fizika a jelenségek megértése €s leirdsa érdekében modellekkel dolgozik, vagyis nem a
vizsgalt objektumot vagy jelenséget probalja a maga teljességében leirni, hanem
egyszerisitéseket hasznal, elhanyagolja a jelenség Iényegének megértéséhez nem okvetleniil
sziikséges részleteket, és az igy kapott modell-objektumot, vagy modell-jelenséget vizsgalja.
A modell akkor jo, ha a beldle kapott eredményeket a tapasztalat igazolja (ellendrzés).

Fontos segédeszkdz a matematika, amelynek segitségével a mennyiségek kozott szamszeri
Osszefliggések irhatok fel: a torvények kvantitativva tehetok.
Hasznalt mennyiségek tipusai:

— skalaris- (csak nagysag: pl. tomeg, hémérseklet, toltés)

— vektoridlis (irdny is: pl. elmozdulas, sebesség, erd).

Szamunkra sziikséges matematikai alapok: a skalar- és vektormennyiségekkel végzett
miiveletek, vagyis a vektorszamitas-, tovabba a differencial- és integralszamitas alapjai.
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A mozgas leirasa, modellek a mechanikaban

A mozgas alapvetd jelenség a vildgban, ennek vizsgalataval a mechanika foglalkozik.
A mozgasok nagyon sokfélék és bonyolultak lehetnek. A mozgo test

— haladhat,

— foroghat,

— deformalddhat,

— daramolhat.

A leirasnal gyakran nem a valddi testet, hanem annak egyszerisitett "hasonmasat", modelljét
hasznaljuk, mert pl.:
— az é&ltalanos leirds nem megy, hidnyos informdciok, hianyos fizikai ismeretek vagy
hidnyos matematikai lehetdségek miatt,
— az altalanos leirasra nincs is sziikség, mert a mozgads egyik vagy masik formadja
szamunkra elhanyagolhato.
A mechanikéban hasznélt modellek:
— anyagi pont vagy tomegpont (kiterjedése nincs, tehat csak halad6 mozgast tud végezni,
de tomege van),
— pontrendszer (kiterjedt, de 6nalld pontokbol 4116, nem "6sszefliggd test"),
— merev test (valodi testhez kozeladllo kiterjedt test, amely foroghat is, de nem
deformalodik),
— deformalhato test (a valodi testhez legkozelebb all), sajatos deformalhatd "testek" a
folyadékok ¢€s a gazok.

A modell josagat a levont kdvetkeztetések kisérleti vizsgalataval ellendrizni kell.

A mozgas leirasanak két Iépcsdfoka:
— mozgds leirdsa, anélkiill, hogy a mozgéas jellegének okat
kutatnank: ez a kinematika targya.
— annak vizsgalata, hogy miért a megfigyelt moédon mozognak a testek,
milyen Osszefiiggés van a test mozgésa ¢és a kiilsé hatasok kozott: ezt
vizsgalja a dinamika.

A targyalds soran a legegyszerlibb modelltdl haladunk a bonyolultabbak felé.
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Anyagi pont kinematikaja

A legegyszerlibb, legelvontabb — de ennek ellenére a gyakorlatban is hasznalhatéo — modell az
anyagi pont vagy tomegpont, amelynek kiterjedése nincs, de tomege van. Targyaldsa azért
fontos, mert

— itt konnyen bevezethetok a mozgés leirdsahoz sziikséges alapfogalmak,

— amozgas egyszeril leirasat teszi lehetve,

— a modell alapjan kapott fogalmak és eredmények a bonyolultabb modelleknél is

haszndlhatok.

A tovébbiakban altaldban a tdmegpont kifejezést hasznéljuk.

A kinematika alapmennyiségei

A kinematika egyszerlien leirja a test mozgasat, anélkiil, hogy a mozgas koriilményeivel
foglalkozna. Ehhez sziikség van egy olyan eszkdztarra, amellyel a test mozgéasat szamszeriien
jellemezni lehet (hol van, hogyan mozog).

Helyzetmegadas, helyzetvektor, palya, ut, elmozdulas

A mozgés leirdsdhoz a tomegpont helyzetét kell megadnunk
az 1do fiiggvényeként.
A tomegpont helyzete megadhatdo pl. egy derékszogl
koordinatarendszerben a tomegpont x,y,z koordindtaival,
illetve az ide mutato r(x,y,z) helyzetvektor komponenseivel.
Ha bevezetjiik a koordinatatengelyek iranyat megado i, j, K
egységvektorokat, akkor a helyzetvektor igy irhatd
r=xi+y +zK

Ha a tdmegpont mozog, akkor a helyzetvektor (és komponensei) valtoznak, vagyis

r=r(t)=x=x(t), y=y(t), z=z(1).
Ekozben a tomegpont a helyzetvektor végpontja altal leirt
palyagorbén halad. A palyagérbén egy onkényesen kivalasztott
nulla idéponttol a ¢ idépontig befutott szakasznak az s = s(t) hosszat
a tomegpont altal megtett utnak nevezik. A t és t+At pillanatok
kozott megtett As ut eszerint: As = s(t+A4t)-s(t).
A tomegpont helyzetét a ¢ iddpillanatban az r(z) helyzetvektor adja
meg. Azt, hogy a palyagdrbe egy kiszemelt r(z) pontjabol egy masik
r(t+At) pontjaba valé atmenet soran a tdmegpont milyen iranyban,
mekkora tavolsagra mozdult el, a kiindulopontbdl a végpontba
mutato

Ax(t) =x(t+ At)—x(t)
Ar(t)=r(t+At)—r(t) =  Ay(t)=y(t+4t)—y(t)
Az(t) =z(t+ At)—z(t)
vektorral jellemezhetjiik. Ez az elmozdulasvektor, amelynek komponenseit is megadtuk.
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Lathato, hogy az elmozdulas és az Gt — bar egységilik ugyanaz — két Iényegesen kiilonbozo
mennyiség: az elmozdulds vektor, az Ut skalar, és altalaban a nagysaguk is kiilonb6zo.

A sebesség és a gyorsulas

Az elmozdulas illetve a palyan valo haladas "gyorsasaga" — a szokasos mdodon — a valtozas €s
a hozza szilikséges 1d6 hanyadosaval jellemezhetd. Ha egy rovid Af id6 alatt az elmozdulas Ar,
akkor ez a jellemz6
_Ar(t) r(t+At)—r(t)
At At
alakban irhato fel. Ez a mennyiség a tomegpontnak a (¢, t+4¢) iddintervallumra vonatkozé
atlagos sebessége. Ez nem nagyon pontos jellemzése az elmozdulas "litemének", mert
altalaban nagysaga ¢és irdnya is fligg a valasztott idétartam hosszatél (véges idotartamon beliil
a mozgas ,iiteme” és irdnya valtozhat).
Megadott ¢ iddpillanatban érvényes, pontos jellemz6t kapunk, ha az idétartam hosszat
végtelentil kicsire csokkentjiik és a
v(t)= lim Ar(t) _ dr(t)
A—0 At dt
hatarértéket szamitjuk ki, aminek a jelolésére szolgdl az egyenlet jobb oldalan 4ll6
differencidlhanyados-szimbolum. Az igy kapott mennyiség a tdmegpont pillanatnyi sebessége
vagy egyszerien a sebessége a t idOpillanatban.
A fenti differencialhanyados eltér a szokasos alaktodl, hiszen itt egy vektorra vonatkozik. A
matematikdban egy vektor differencidlhdnyadosan azt a vektort értik, amelynek komponensei
a vektor (skalaris) komponenseinek a differencidlhanyadosaival egyenldk:

dr(t) _du(t); () de(t),

atl —

, V=" dt dt dt
Igy a sebességvektor komponensei:
dx(t)
v.(t)= ,
«(1) ”
t
V()= y( )’
dz t
v.(t)= ( )

A sebesség nagysaga a vektorokra vonatkozo szabalynak megfeleléen
:|v| =V’ =1lv§ +vj +VZZ .

Az abra alapjan jol lathatd, hogy az elmozdulas €és az ut nagysaga
altalaban nem azonos, de az 1is lathatd, hogy igen kis
elmozduldsoknal fennall a

AS"~Ar" |

|Ar|z
Osszefliggés. Ezt felhasznalva, a sebességre vonatkozdan tjabb

megallapitasokat tehetiink.
Egyrészt a sebesség nagysdgara a

W)= |dr(t)] _ldr(t)] _ ds(t)
| dr | dt dt
kifejezést kaphatjuk, madasrészt az is lathatdo (4bra), hogy a
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sebességvektor a pdalya érintéjének iranyaba mutat. Ezért, bevezetve az érintdiranya Uy
egységvektort, a sebességvektor mas alakban is felirhat6. Ehhez a sebesség kifejezését —
formalisan ds-sel osztva és szorozva, majd figyelembe véve, hogy ds=dr — irjuk at az alabbi
modon:
g drds _dr ds
ds dt drdt
Itt az elsd tényezd az elmozdulds illetve a sebesség irdnydba mutatd egységvektor, ami
egyuttal a palya érintdjének irdnyaba mutat (U, ), a masodik tényezé pedig a sebesség
nagysaga (v), igy a sebességvektor az alabbi alakba irhato:
V=wU,.
Megjegyzések:
¢ A sebesség nagysagara vonatkozé fenti Osszefiiggés szigortian véve csak a (pillanatnyi)
sebességre érvényes, az atlagos sebességre csak akkor, ha a sebesség idoben allandd
(kozelitdleg érvényes "igen rovid" idOtartamra vonatkozo atlagos sebességre is).
¢ A sebesség nagysagabol kiszamithato a tomegpont altal adott id6 alatt megtett ut is:

3]
si2= [t )ar'.
i
A gyakorlatban dtlagsebességnek nevezik egy adott id6tartam alatt befutott Ut s

hosszanak ¢és az idének a hanyadosat: v = —~—
t,—t
27

Egy mozgd tomegpont sebessége valtozhat. Elvi és gyakorlati szempontbdl is fontos
szdmszeriien jellemezni a sebesség valtozasanak "litemét", amit ismét a valtozas €s a valtozas
iddtartamanak hanyadosa ad meg. A kozelitd jellemzésre az
atlagos gyorsulas (dbra)

a _AV(t) N(t+At)-V(t) v(t)
“ A At ’
a pontos jellemzésre az

r(t+At) v (t+Af)

2
a(t)= lim Av(t):dv(t)zd r(t)
a0 At dt dr’ o)

pillanatnyi gyorsulds szolgél. A gyorsuldsvektor komponensei
a sebességvektor mintdjara:

dvi(t) _ d’x(t)

a,(t) = dt dr’
_ dv,(1) _ d’y(t)
GO ==y =
Cdv,(t) d’z(t)
=T T

A gyorsuléas nagysaga
a=|a|=va’ =la] +a; +a; .

Példa a kinematikai mennyiségek szamitasara:
Ha az r(z) fiiggvény az alabbi
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x(t)=2+3t
W(t)=3t
Z(t)=1+2t+17,

akkor a sebesség:
dx( t)

v.(t)= = 9¢°
dy(t
V(1) = y(l ) _
v.(t)= dz(t) =2+ 21,
a gyorsulas pedig:
a,(1) =L _ 15y
dt
dv (t
a,(t)= V;:)zo
a(t)=2=_;
dt

A helyzetvektor Kiszamitasa a gyorsulasbol

A valdsagban a helyzetvektor idéfliggését tobbnyire nem ismerjiik, hanem a gyorsulédsra
vonatkozoan vannak ismereteink (ezzel a kérdéssel késébb részletesen foglalkozunk a
Newton-torvények kapcsan).

A gyorsulds idofiiggésének ismeretében a sebesség kiszamithato a differencidlds inverz
miivelete, az integralas segitségével.

Ha a mozgast egy 6nkényesen valaszthatd ¢y iddpillanattol vizsgaljuk, akkor a gyorsulas

crer

a(t):Z:dV:a(t)dt
dv, =a,(t)dt, dv, =a,(t)dt, dv, =a,dt

A fenti vektoregyenlet komponens-egyenleteinek integraldsaval megkaphatjuk a sebesség-
komponensek

t t

V()= (ty)+ [a,(t)dt =v,, + [a(t )t
ty ty
t t

v, (1)=v, (10)+jay(z')dt' = vy, +jay(t')dt',
ty ty

t t
v.(t)=v.(t,)+ [a.(t)dt' = vy, +[a.(t' )t
ty ty
illetve a sebességvektor
t t
V(1) =V(ty )+ [a(t')dt' =v, + [a(t’ )dt’
t t

1dofiiggését. Jelolés: v(ty) = vy, a ty iddpillanatban érvényes Un. kezdeti sebesség.
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Hasonloan kaphat6 a helyzetvektor idofiiggése a sebesség integralasaval:
t t
X(t)= x(to)+jvx(t')dt' =x,+ jvx(t')dt',
ty ty
t t
¥(1) = (1) + [ v, (1 )di' = yy + [ v, (2 )
ty ty

z(t)= z(t0)+jvz(t')dt' =z, +jvz(t')dt'.

((t)=r(ty)+ [v(t )dt' =r, + [v(t' )t

Itt a kezdeti helyvektorra az r(t;) = r, jelolést alkalmaztuk.

Az integralds hatdrozatlan jellegébdl kovetkezik, hogy a helyzetvektor idofiiggésének
meghatarozasadhoz a gyorsulés idofiiggésének ismerete mellett még 6 allandot — pl. a 3 kezdeti
koordinatat és a 3 kezdeti sebességet — is ismerni kell.

Kinematikai 6sszefliggések konkrét esetekben

A fenti egyenletek megoldasahoz ismerni kell az integraland6 fliggvényeket, mindenek eldtt a
gyorsulas a(z) idofliggését. A feladat megoldasa — vagyis az r(z) fliggvény megkeresése — attol
fliggben konnyli vagy nehéz, hogy milyen a gyorsulasvektor €s annak idofiiggése. A
mozgasok csoportositdsdnal ez a szempont fontos szerepet jatszik.

Mozgas allandé gyorsulassal

Ha a = dllando, akkor a gyorsulas a_,a ,a. komponensei is allandok, ezért

t
v.(t)=v,, +Iaxdt:v0x +a, (t—t,).
Iy
Hasonldan:
v, (t)=vy, +a,(t—t,)

Vz(t) =V, +az(t_t0 )
Ugyancsak integraldssal kaphato a helyvektor a sebességbdl:

t t
x(t)=x, +J.vx(t)dt=x0 +Iv0x +a, (t—t,)dt=
fy ty
=X +V0x(t—f0)+§ax(t2 —1) )—aty(t—1,),
vagyis
xX(t)=xy+vy(t—ty)+La (t—1,)°.
Hasonloan:
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V() =y +vy,(t—ty)++a,(t—t,)’

2(t)=zy +vy. (t—ty)+1a (t-1,)°.
Vektori alakban ugyanezek az 6sszefiiggések:
V(t)=Vv,+alt—-t,)
r(t)=ry+Vy(t—ty)+La(t—1,)’.
Ha a mozgads vizsgalatat a ¢, =0 idOpillanatban kezdjiik, és a tomegpont ekkor az
r, =0 origoban van, akkor az ismert egyszer(i 6sszefliggéseket kapjuk:
V(t)=V,+at
r(t)=vy+iar’
Mivel a kezddsebességre €és a gyorsulasra semmiféle kikotést nem tettiink, az allando

gyorsulasi mozgas palyéja altalaban nem egyenes. A legegyszeriibb mozgashoz igy jutunk
el, hogy jabb egyszeriisitd feltételeket alkalmazunk.

Egyenes vonalu mozgas allando gyorsulassal

A mozgés akkor lesz egyenesvonalu, ha a gyorsulds a sebesség irdnyat nem valtoztatja meg,
vagyis, ha a gyorsuldsvektor (a) és a kezdeti sebesség vektor (Vo) egyenese egymassal
parhuzamos. Ekkor ugyanis az egyik koordinatatengelyt — példaul a z tengelyt — a kezdeti
sebesség egyenesén felvéve:

Vy{0.0.v,. )

a(t{0.0,a.(1)}

és

r,10.0,z,
Ebbdl kovetkezik, hogy az integralds utdn a sebességvektornak és a helyzetvektornak is csak

a z-komponense lesz nullatdl kiilonbozo, vagyis a mozgés a z-tengelyen zajlik, és egyetlen
koordinata segitségével irhato le:

a(1){00,a.(1)}
V(£)0.0,v. (1)}
r(t){0,0,z(t)}.
A legegyszeriibb eset az, ha a gyorsulds idoben allandd. Ilyen mozgés pl. a lejtén vald
lecsuszas €s a szabadesés. A kinematikai Osszefliggések ilyenkor:
v,(t)=v,, +a,t
z(t)=z, +v02t+éa2t2.
Ha a test nyugalombol, az origébol indul, akkor vy, =0, és z) = 0. Ha emellett még ¢, =0 is
fennall, akkor az egyenletek:

v.(t)=a.t
z(t)=tar.

KISERLET: golyés kotél ejtése (fliggdleges kotélre golyokat erdsitiink, a padléotol
rendre d, 4d, 9d, 16d, stb tavolsagra, majd a kdotelet elenged;jiik. A golydk a padlon
egyenl6 idokozokben koppannak).
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KISERLET: Galilei lejtd (lejtébe vagott csatornakban azonos magassagl helyrél
induld golyok utjdba az induldsi helytdl rendre d, 4d, 9d, 16d, stb tavolsagra
csengdket helyeziink el, majd a golydkat egyszerre elenged;jiik a lejtdn. A golyok
egyenl6 idokozokben csenditik meg a csengdket).

Ertelmezés:
Ha a két koppands (csengetés) kozti i1d6 ¢;, akkor az m-edik golyd koppanasanak
(csengetésének) idOpontja: ¢, =nt;, (n=123....), és igy a kiilonbozé golyok altal megtett

(azaz kiilonbo6zd n értékekhez tartozd) utakra kapjuk:

1 2,2
Z, =5an’t;

z,=n'z,=n’d
Ebbdl a golyok tutjaira valoban a fenti szamsorozat adodik, a golyok egymas kozti tavolsagara

pedig a 3d, 5d, 7d,... szamok adodnak.
Lejto segitségével pontosabb vizsgalatot is végezhetiink.

KISERLET: Légparnas lejtén lecsuszo test sebességét (v,) mérjik kiilonb6zd
helyeken, és abrdzoljuk a befutott ut (z) négyzetgyokének fliggvényében (mert
v, =4/2a.z :,IZaZ\/;). Ha a mért pontok egyenest adnak, akkor igaz, hogy a

mozgas gyorsuldsa 4llandd, és az egyenes meredekségébdl (M, =,/2a,) a

2
e

gyorsulas megkaphat6: a, =

Ha a, = 0, akkor egyenletes is a mozgas, ¢és az egyenletek igy egyszerlisodnek:
v, =v, = dllando

z

z(t) =z, +v,,t.

KISERLET: Mikola-cs8: folyadékkal toltott, lezart cs6ben buborék van. A csovet
ferdén tartva a buborék egyenletes mozgast végez. Igazolds: metronommal egyenld
id6tartamokat jeloliink ki, és minden idéjelnél az tivegesovon megjeloljiik a buborék
helyét. A jelek egyenld tdvolsagra lesznek egymastol.

Egyenes vonalu mozgas valtozo gyorsulassal, a harmonikus rezgémozgas

Egyenes vonalu, véltozé gyorsulasi mozgés nagyon sokféle lehet. Az egyik legfontosabb
ilyen mozgés a rezgémozgéas. Az egyenes

mentén rezgd tomegpont ugy mozog, hogy XV 4 Asinafte .
mozgasiranyat 1dordl-idore ellenkezore Al

valtoztatja.

A rezgbmozgads specidlis esete a / ‘
harmonikus  rezgomozgds, amikor a 't t
pontnak az egyenesen (pl. az x-tengelyen) T \/ \/
elfoglalt  helyzete  iddben  szinusz ) SR ‘ T .
(koszinusz) fiiggvény szerint valtozik ‘ |

(abra).
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Ez a mozgas azért fontos, mert (tobbé-kevésbé pontosan) a valosagban is létezik, és mert
segitségével barmilyen rezgdmozgas leirhato.

KISERLET: megpenditett acéllap végének rezgémozgasat alatta egyenletesen
mozgatott kormozott tiveglapra rajzoltatjuk, és kivetitjiik. Ha sikeriilt kis csillapitast
elérni, akkor a kapott gorbe valoban szinuszos jellegli, tehat kozelitdleg harmonikus
rezgés. (A valddi rezgés csillapitott!)

Ha a mozgas egyenese az x-tengely, akkor az dbran lathato esetben (tehat amikor az iddmérés
kezdete nem egyezik azzal az iddpillanattal, amikor a pont a +x irdnyban mozogva athalad az
x=0 helyzeten) a harmonikus rezgés kitérése az id6 fliggvényében az

x(t)=Asino(t+t,)
fiiggvénnyel irhato le. Itt 4 a legnagyobb kitérés, amit a rezgés amplitiddjanak neveznek, a ¢
mennyiséggel pedig azt vessziik figyelembe, hogy a =0 iddépillanatban a kitérés nem nulla,
hanem x,=x(0)=Asinw(t,). A kifejezés tovabb alakithatd, ha bevezetjik az wt)=0
jelolést:

x(t)=Asin(wt+9).
A O mennyiség azt adja meg, hogy a tOmegpont a rezgésének milyen fazisaban van az
1domérés kezdetén (1=0), ezért &t gyakran kezd6fazisnak nevezik. Mivel az idémérés kezdete
toliink fiigg, o értéke tetszOleges lehet, ez az oka annak, hogy a harmonikus rezgés leirasara a
sin és a cos figgvény egyforman jol hasznalhatd (ha pl. a fenti kifejezésben az idomérés
kezdetét ugy valasztjuk meg, hogy o=wt)=r/2, akkor a sin helyett kezd6fazis nélkiili cos
fiiggvényt kapunk).
Milyen a harmonikus rezgdmozgast végzé tomegpont sebessége €és gyorsulasa?
A kitérés idofiiggését megado

x(t)=Asin(wt+9)
fliggvénybdl a tomegpont sebessége €s gyorsuldsa differencialassal kaphato:

vx(t)=%=Aa)cos(a)t+5)
a(t)= dv;:t) - d;’;i’ ) 4 sin( @t +6 )= —ax(1).

Vagyis ez egy olyan mozgés, ahol a gyorsulds nagysaga a kitéréssel aranyos, irdnya pedig
azzal ellentétes.

Gorbe vonalu mozgas allando gyorsulassal:

Ilyen pl. a hajités, ahol az alland6 nehézségi gyorsulas (g) érvényes.
Ha a gyorsulas allandd, akkor #)=0 esetén:
V(t)=Vv,+at
r(t)=v,+iar
Altaldban
a(ax 4 ay 4 az )
VO(VOX’VOy’VOZ)

ro(x()ryo:zo)-
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Egysertisités: valasszuk ki az a és vy vektorok altal meghatarozott sikot, és vegyiik fel a
koordinatarendszeriinket tigy, hogy pl. az xz sik ezzel parhuzamos legyen. Ekkor

a(ax 0,a, )

Vo (v,.0,5.)

to (%0, ¥0,70)
Forgassuk gy a rendszert, hogy a z-tengely a gyorsulés irdnyaba mutasson, ekkor

a(0,0,a.)

Vo (v,.0,5.)

(%0, ¥9,20)
Ezek utan a koordinatarendszert addig toljuk az y-tengely irdnydban, amig y,=0 lesz, igy
ekkor a test kezdeti helyvektora és kezdeti sebessége is

az xz sikban van, és X
0 X
a(0,0,a.) ; >
Vo (v 0.v.)
ro(x0.0.2)
A gyorsulas integralasaval kapjuk, hogy
vV, =V, xX(t)=x,y+vy,t,

Vy:VOy:O y(t):y():O’
v, =V, t+a.t z(t)=z, +v021+§a212

(t,=0).
A fenti egyenletek irjak le a hajitasokat, csak ekkor az a, = g értéket kell behelyettesiteni.
A egyenletekbdl latszik, hogy a mozgést jellemz6 adatoknak csak z és x komponense lesz,
vagyis stkmozgds jon 1étre.
A mozgas jellege a kezddsebesség-vektortol fligg. Nehézségi erdtérben torténd mozgas
(hajitas) esetén:
altalaban: ferde hajitas,
v,, =0, v, #0: vizszintes hajitas,
v,, =0, v, #0: fiiggbleges hajitas,
Vor =Vy, =0 :  szabadesés.
A koordinatakat megadd egyenletekbdl az id6t kikiiszobolve megkapjuk a z(x) fliggvényt,
azaz a palya egyenletét

v a
Z(x)=—"x+ 5 x?,
va VOX

ami — a tapasztalatnak megfelel6en — parabola.

Gorbe vonalu mozgas valtozo gyorsulassal, a kormozgas

A sebesség az altalanos definici6 alapjan:

dr(t)
V(t)= ,
(1) &
a gyorsulas pedig formalisan:
at)= MO

dt
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Konkrét kifejezések természetesen csak akkor kaphatok, ha ismerjiik a mozgast.

Vizsgaljunk egy egyszerti, de gyakorlatilag fontos esetet, a kormozgast, amelynél a palya kor
alaku, és probaljunk konkrét kifejezést kapni a gyorsulasra.
Az abran a palya egy r sugaru kor, amelyen feltiintettiink egy
kis elmozdulast, ¢és berajzoltuk az elmozdulés két végpontjan
érvényes sebességvektorok kiillonbségét. A sebességvektor
megvaltozasat bontsuk fel egy tangencialis (érintd irdnyu)
dv,- és egy arra merdleges dv, és Osszetevore. Ha az
elmozdulas végteleniil kicsi, akkor a dv, 0Osszetevd

merOleges a palyagorbére, ezt az OsszetevOt normadlis

Osszetevonek nevezik. A két 6sszetevl nagysaga:
dvy =vde illetve dv, =dv
A megfeleld gyorsulas-komponensek:
a, :dV—N:vd—(o illetve a, = vy :ﬂ.
dt dt dt dt
fgy a gyorsulds a palyara meréleges, normélis (U, )- és a palya érintdjének iranyaba (u;)

mutatd, tangencialis egységvektorokkal kifejezve:
do dv
dt dt
(mivel a sebességvaltozds normalis komponense a kor kozéppontja felé mutat, az itt

bevezetett U, egységvektor is ilyen irdnyu).
Az abrabdl lathato, hogy

) r dt rdt r
Igy a gyorsulas
2
a—v—u +ﬂu
ro N dr T

A normalis gyorsuldskomponens neve centripetalis gyorsulas, amely a kor kdzéppontja felé
mutat, és a sebesség iranyvaltozasabol szarmazik, az érintéleges komponens pedig a
palyamenti gyorsulds, amely a sebesség nagysaganak valtozasabol szarmazik.
A mozgas jellemezhetd a ponthoz huzott sugar és egy Onkényesen valasztott sugar (abra)
kozotti szog valtozasaval is: ¢ =@(t). Bevezetve a szogelfordulas (¢) ilitemét jellemzd
szogsebességet (w):

d

00

dt

a gyorsulasra azt kapjuk, hogy
a dv Ur- +vou
= UrrTvaoldy.
dt
sk st ste sk sk ske sk ke skeoske skeosko sk skeok sk s sk sk sk ske s ske sk sk sk ke sk sk skok sk sk sfe sk sk sk sk sfeoske skeoskeoske sk skoskosk sk

A gyorsulas altalanos kifejezését kozvetleniil a sebesség differencialasaval is megkaphatjuk. Tudjuk, hogy a
sebesség mindig a palya érintdjének iranyaba mutat, ezért kifejezheté a sebesség vV nagysagaval és a palya
érint8jének iranyaba mutat6 (id8ben valtozo iranyt) U, (t) egységvektorral is: V(1) = v(t U, (t)
Ebbdl a gyorsulas:

_dv _dv(t) dur(t)
a—dt— & Urp(t)+v(t) .
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Bebizonyithatd, hogy az érintd iranyt egységvektor
idé6  szerinti  differencialhanyadosa a palyara ()

merdleges, a palya homoru oldala felé mutatd vektor u
N

. do — 7 ugt)
(dbra), amelynek nagysaga 7 Itt do az F(t+dt) \

4 u(t+dt) |
egységvektor szogelfordulasa dr id6 alatt. Ezzel a T s do
gyorsulas g

dv do(t Ur
dt dt

d
Ha a palya kor, akkor dp egyben a helyvektor szogelfordulasaval is egyenld, ezért a 7(0 = @ szdgsebesség
t
bevezetésével az
a dv u, +vau
=—-Urrvaoldy
dt

eredményt kapjuk.
s ot s sk sk ok ot sk ok sk ok ek ok sk ok s sk sk s ok st sk ok sk ke steoskok sk sk s e o ok ok sk s ok st ok sk sk sk sfeosk ok ok

A szogsebesség valtozasi sebességének jellemzésére bevezethetd a szoggyorsulas (f)

do
P="a
és a szogjellemzokkel a sebesség és a gyorsulds is kifejezhetd. Ehhez el6szor vegytk
figyelembe, korabbi eredménylinket: W= a9 = 1ds =Y Masrészt ennek
dt rdt r
., do Ildv . . A N .
alapjén f = —= = — (koérmozgésnal r=dllando). 1gy végiil azt kapjuk, hogy
r

a=ro’uy, +rf;.
Vagyis:

— R —
ap =rp ay =ro’° =vo =

_[2. 2
a=.lay+ar.

Mivel a szogjellemzok kozotti dsszefiiggések pontosan ugyanolyanok, mint a koordinatakkal
korabban felirt kinematikai jellemzok Osszefiiggései, az ott elmondottak itt is alkalmazhatok:

a)(t):a)0+jﬂ(t)dt

2
1%
7

o(1) =gy + [ (1)t

Allandé szoggyorsulas (azaz allandd palyamenti gyorsulds) esetén az integralas konnyen
elvégezhetd, és azt kapjuk, hogy

(t)=w,+p(t-t,;)

p(t) =9, +wo(t_t0)+§ﬂ(t_t0)2-
Vagyis a kdrmozgast végzd pont mozgasa ilyenkor az egyenes vonall, allandé gyorsuldsu
mozgéssal analdg mddon irhato le.
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Anyagi pont dinamikaja

Mi a mozgas oka?
Arisztotelész': a mozgas fenntartasahoz kiilsé hatas kell. (Ezt a feltevést a feliiletes
megfigyelés aldtdmasztja, hiszen egy test mozgasban tartasdhoz altalaban tényleg erdt
kell kifejteni.)
Galilei’: egyenes vonalli egyenletes mozgas és nyugalom kiilsé hatas nélkiil zajlik, a
mozgasallapot megvaltozasahoz kell kiilsd hatds. (A részletesebb vizsgalat soran
kideriilt, hogy a testek megallasat kiilsé hatds okozza, amelynek csokkentésekor a test
egyre hosszabb ideig marad mozgéasban. Ebbdl extrapolalhato, hogy ha nincs kiilsé
hatas, akkor a test nem all meg.)

Alapkérdések:

Hogyan jellemezhetd szamszertien a kiils6 hatds?

Milyen a kiilsd hatas és a mozgasallapot megvaltozasa kozti kapcsolat?

Kiilsé hatas okozhat alakvaltozast vagy sebességvaltozast. A kiilsd hatds nnek alapjan

mérhetd.

Eré és tomeg, a dinamika alaptorvényei

Az er6 és tomeg bevezetésének a kiilsd hatas altal okozott valtozasok tipusa szerint két f6
utjat valaszthatjuk, most roviden vazoljuk a két lehetdséget.

Ero- és tomegdefinicio a kiilsé hatas alakvaltoztato képessége alapjan

Alakvaltozas alapjan torténd mérésnél pl. egy a hatéds €s a tomegpont kozé helyezett — tehat a
hatasnak kitett — rugalmas test (rugd) megnytlasa lehet a hatas mértéke. Elég kézenfekvo,
hogy a hatasnak iranya van: kiilonb6z6 iranyu hatasok esetén egy test kiilonb6z6 irdnyokban
indul el. A hatés irdnyat a kozbeiktatott rugd tengelyének irdnyaval adhatjuk meg.

Ahhoz, hogy a hatast mérni tudjuk, tudnunk kell, hogy milyen Osszefliggés van a hatas
nagysdga ¢és a mérésre haszndlt rugalmas test megnyuldsa kozott: ez az Gn. skdlatérvény. A
skalatorvényt onkényesen valaszthatjuk meg, de a szokasos (€s célszerll) valasztas az, hogy —
nem tal nagy hatdsok esetén — a hatds nagysdgat aranyosnak tekintjilk az altala okozott
megnyulassal, vagyis linearis skalatorvényt hasznalunk. Nulla értékiinek azt a hatast tekintjiik,
amely nem okoz megnyulést.

A hatas egysége Onkényesen valaszthato (pl. a nehézségi er6térben felfiiggesztett, Ol definialt
test altal a felfliggesztd testre kifejtett hatas), amihez a kozbeiktatott rugalmas mérd test
meghatarozott kitérése tartozik. Ezutdn minden olyan hatast, amely a mérd testen
ugyanekkora kitérést okoz, egységnyi hatasnak tekintiink.

A fenti médon definidlt, mérhetd, irannyal is rendelkezd0 mennyiség az ero, jelolése
rendszerint F.

Newton’ II. torvénye
A kovetkezd 1épés a (most mar mérhetd) erd és a tomegpont gyorsulasa kozotti
Osszefiiggés kimérése. A mérések szerint foldi koriilmények kozott jo kozelitéssel

" ARISZTOTELESZ (i.e.384—i.e.322) gorog filozofus
% Galileo GALILEI (1564-1642) olasz fizikus, matematikus, csillagasz
3 Isaac NEWTON (1643-1727) angol természettudos
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érvényes, hogy az erd altal 1étrehozott gyorsulas az erdvel egyirdnyu, nagysaga pedig
aranyos az erd nagysagaval:
F~a.
Ebbdl kovetkezik, hogy adott test esetén az F/a hanyados allando, a test jellemzdje,
gyorsitadssal szembeni ellenallasanak, tehetetlenségének mértéke. Ez a tehetetlen
tomeg, amelyet m betlivel szokas jeldlni:
F

m=—.
a

(Megjegyezziik, hogy van egy masik tdmeg is, az un. silyos tomeg, ami a gravitacios
kolcsonhatasban vald részvételt jellemzi. Ez, bar alapvetden mas jellemzonek tiinik, a
tapasztalat szerint mégis aranyos a tehetetlen tomeggel. Ezzel kapcsolatos témak:
gravitacios kolcsonhatas, Eotvos-kisérlet, altalanos relativitdselmélet.)
Az erd és sebességvaltozas kapcsolatdit megad6 torvény tehat (a Foldon nyugvo
rendszerben kozelitéleg)

F=ma
alakba irhat6, amit Newton II. torvénye néven ismeriink.
A gyorsulast id6- és tavolsagmérés segitségével hatdrozhatjuk meg, az eré mérése
rugoval, a tdomeg mérése a fenti Osszefiiggés alapjan torténik.
A fenti eljaras sordn eldszor az erd mérési utasitasat adtuk meg, és ennek segitségével
szarmaztattuk a tomeget, az egységeket azonban eddig nem rdgzitettiik. Mivel az
F =ma 6sszefiiggésben két ) mennyiség szerepel, az egyiknek az egységét
onkényesen megvalaszthatjuk, a masik egység ezutdn mar az Osszefiiggésbol
kovetkezik. A gyakorlatban eldszor a tomeg egységét rogzitettek. A tomeg
egységeként [ [ térfogata 4 “C-os tiszta viz tomegét valasztottak, és ezt I kg-nak
nevezik. Ezutan az er6 egysége — amit Newtonrol neveztek el — mar szarmaztathato: /

eroegyseg = lkg -1 ﬂz = [Newton = IN . Eszerint az az erd / N nagysagu, amely pl. /
s

kg tomegii testet / m/s’ gyorsulassal mozgat. Ez azt jelenti, hogy az er6méré eszkoz
(rugod) skaldjat ennek az egységnek a felhasznalasaval kell elkésziteniink.

Az, hogy egy test gyorsitdsahoz erd kell, latvanyos, kvalitativ kisérletekkel
szemléltethetd.

KISERLETEK:

¢ Cérnaszalra felfiiggesztett fahengert az aljara erdsitett cérnaszal meghtzasaval
probalunk gyorsitani. Ha az alsd cérnaszélat hirtelen, nagy erével megrantjuk,
vagyis a fahengert nagy gyorsuldssal akarjuk mozgatni, akkor a fahengerre
kifejtend6 — az als6 cérnaszilban ébredé — erd olyan nagy, hogy az alsé
(gyorsitd) cérnaszal nem birja ki, és elszakad. Ha az als6 cérnaszalat lassan,
egyre nagyobb erdvel huzzuk (a hengert kis gyorsuldssal akarjuk mozgatni),
akkor az also cérnaszalban fellépd erd kicsi, viszont a hengert tartd cérna el6bb-
utdbb elszakad, mert a ra attevodo erdt (huzderd + a henger stilya) nem birja ki.

¢ Nehezebb targyat (pl. pezsgésiiveg) papirlapra helyeziink, majd a papirlapot
lassan huzni kezdjiik. Ekkor az {iveg a papirlappal egylitt mozog. Ha a papirlapot
hirtelen megrantjuk, akkor az iveg nem koveti, és a papirlapot ki tudjuk huzni az
iiveg alol. Magyarazat: a gyors rantas esetén az liveg csak akkor tudné kovetni a
papirt, ha ugyanolyan gyorsuldssal mozogna, ehhez azonban nagy erdre lenne
sziikség, amit a surloédds nem képes biztositani. Lassu inditdsnal a strlodési erd
elegendd az iiveg gyorsitasahoz.

A kisérletek jol mutatjak, hogy a testek tehetetlenek, gyorsitasukhoz erd kell.
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Newton III. torvénye

Tapasztalati tény, hogy két egymassal kdlcsonhatasban allo (egymasra erdt kifejtd) test
mindegyike ugyanakkora nagysagu, ellentétes iranyu

(azonos tdmadéasvonalu) er6t fejt ki a masikra (abra):

Fro=-Fy. Fi Fa
Ez Newton III. térvénye, amelynek lényeges fizikai \ [ 4—@
tartalma az, hogy az erShatds mindig kolcsonhatas )

eredménye: nem tudunk kifejteni semmilyen hatast 1
ugy, hogy ne 1épne fel rajtunk az ellenhatas.
Ha a testekre az egymasra hatason kiviil semmilyen
mas eré nem hat, akkor a III. torvény és a II. torvény kombinacidjabol azt kapjuk,
hogy fennallnak az

ma; = -mya m Ny —m Ny

1ay 2az, 1 2
Osszefiiggések, illetve a tomeget allandonak tekintve, a
d(my,) __d(myV,)
dt dt

Osszefiiggés. Ebbol kovetkezik, hogy az mv mennyiség valtozdsa a kolcsonhatd
testeken azonos nagysagu €s ellentétes iranyu, vagyis

%( (m;Vv, +sz2))= 0 = mN; + myNV, = dllando.

Lathato, hogy az mv mennyiség itt kiilonleges szerepet jatszik: a kdlcsonhatd testekre
ennek a mennyiségnek az Osszege nem valtozik, ezért kiilon fizikai mennyiségként
vezették be. A
p =mv
mennyiség az m tomegpont lendiilete vagy mozgasmennyisége (gyakran az impulzus
elnevezést is hasznaljak)
Ezzel a fenti eredmény igy irhato:
p; + p2 = dllando,
vagyis, ha a két test csak egymadssal all kdlcsonhatdsban, akkor Osszes lendiiletiik
(mozgéasmennyiségiik) nem valtozik. Ez a lendiilet-megmaradas (mozgasmennyiség-
megmaradds, impulzus-megmaradés) térvénye két egymassal kolcsonhatdsban allo
tomegpont esetén.
KISERLET 1:
¢ Két szembeallitott, egymas felé¢ gurulni képes zsamolyon allo két személy egy
kotél két végét fogva egymast el akarja huzni. Barmilyen modon huzzék egymast
(csak az egyik huz, a masik csak tartja a kotelet, csak a masik huz, az egyik csak
tartja a kotelet vagy mindketten hiizzék a masikat) mindkét zsamoly elmozdul,
mégpedig nagyjabol ugyanugy. Az egyik test a masikra nem tud Ugy erdt
kifejteni, hogy a masik ne fejtene ki ré erot.

KISERLET 2:

¢ Két kiskocsi koz¢ rugdt helyeziink, amit 6sszenyomunk, és a rugdt dsszenyomott
allapotban cérnaszallal rogzitjiik. A cérnaszalat elégetve a rugd mindkét kocsit
megloki. Ha az egyik kocsi tomege lényegesen nagyobb, mint a masiké, akkor ez
a kocsi lassabban indul (kisebb tavolsagra megy el). Eredetileg a két kocsi Osszes
lendiilete nulla volt, ezért a cérnaszal elégetése utan is nullanak kell lennie.
Emiatt a két kocsi lendiiletvaltozasa ellenkezd iranyu (€s — amit itt pontosan nem
tudunk igazolni — azonos nagysagu).
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KISERLET 3:

¢ Mianyag zsindrra csusztathatd tartoban rdgzitve szddaviz-patront helyeziink,
majd a patront erre szolgald tiis eszkozzel kiszurjuk. A CO, gaz nagy sebességgel
kiaramlik a patronbdl, a patron pedig ellenkezd iranyban végigesuszik a zsinoron
(rakéta). Eredetileg nulla lendiileti rendszerben belsd kolcsonhatassal lendiiletet
létrehozva (gdz kidramléasa), ellenkezd iranyt lendiiletnek kell keletkeznie
(patron mozgasa).

A lendiilettel Newton II. torvénye (a tomeget allandonak tekintve) atirhaté még az
eV _d(mv) _d
dt dt dt
alakba is. Ebbdl a felirasbol lathatd, hogy ha egy tomegpontra nem hat erd, akkor a

lendiilete megmarad (ami nyilvanvalo, hiszen ilyenkor a sebessége allando).

Az erdhatasok fiiggetlenségének elve (Newton IV. térvénye)

Newton II. torvényét eddig ugy fogalmaztuk meg, hogy a tdmegpontra egyetlen erd
hat. Kiilon vizsgalandd az az eset, amikor a tomegpont nem egyetlen erd hatdsanak
van kitéve, hanem tobb test fejt ki ra erét egyidejiileg.

A kisérletek azt mutatjak, hogy ilyenkor az egyes erdkre kiilon-kiilon teljesiil Newton
II. torvénye, vagyis az egyes erok egymastdl fiiggetleniil fejtik ki a hatasukat a
tomegpontra. Ez az erdhatdsok fiiggetlenségének elve (gyakran nevezik Newton IV.
torvényének is).

Ennek kovetkezménye, hogy ha pl. egy tomegpontra két erd hat, akkor az egyik erd
altal okozott gyorsulas

F
a,=—_,
m
fiiggetlentil attol, hogy miikodik-e masik erd, a masik erd altal okozott gyorsulas pedig
F
612 = _2 .
m

Mivel a gyorsulas vektormennyiség, a pont eredd gyorsulasa:
a=a,+a, _E.B_ABFR
m m m
vagyis a tomegpont gy mozog, mintha a ra hat6 erdk vektori dsszege hatna ra. Tobb
erd egyiittes hatdsa esetén — ennek megfelelden — Newton II. térvénye az erdk vektori
0sszegére, az Un. eredo erore érvényes:

F1+F2+ """ +Fn:ma]+ma2 +man:ma
F

Az tehat, hogy az erdk egymastol fiiggetleniil fejtik ki hatdsukat, azzal egyenértékdi,
hogy az erdk vektorkent viselkednek, vektorként osszegezhetok, mint a gyorsulasok.

Ha tehat egy tomegpontra tobb erd hat egyidejlileg, akkor a II. Newton-torvénnyel
kapcsolatos Osszes fenti megallapitdsunk érvényes marad, csak a tomegpontra hatd
erdk helyére az erdk vektori sszegét, az eredd erdt kell beirni.

A TV. torvénybdl az is latszik, hogy egy eredetileg nyugvé tomegpont nem csak akkor
marad egyensulyban (nyugalomban), ha nem hat rd erd, hanem akkor is, ha a rd hato
erok eredoje nulla. A fenti esetben a tomegpont helyén hatdé erdk dinamikai
szempontbol egymas hatasat kioltjdk. Ezt gyakran ugy fogalmazzak meg, hogy ebben
az esetben az egy pontban hat6 erdk egyensulyban vannak.

9

eredé — ma.
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KISERLETEK:

¢ Ha az erd a tobbi hatastol fiiggetlentil fejti ki hatasat egy tomegpontra, akkor a
kiilonboz6é hatdsokra bekovetkezd mozgasok is egymastdl fiiggetleniil mennek
végbe. Két egyforma golyd egyikét vizszintesen elhajitva, a madsikat pedig
ugyanakkor elejtve, a két golyd egyszerre koppan a talajon. A golydk fiiggdleges
iranyl mozgasa ugyanugy megy végbe, bar az egyik vizszintes iranyban is
mozog.

¢ Ugyanezt igazolja az a kisérlet, amikor egy nehezékkel ellatott posztd darabot
elejtiink, és ugyanakkor a posztodarab eredeti helye fel¢ kiloviink egy nyilat. A
nyil mindig eltaldlja a posztédarabot. Kénnyen beldthatd, hogy ez csak ugy
lehetséges, hogy a nyil vizszintes és fiiggéleges mozgasa egymastdl fiiggetlentil
zajlik.

KISERLET:

¢ Két azonos magassagban elhelyezett csigan
egy kotelet vetlink at, és a kotél egyik végére
3 egységnyi-, a masik végére 4 egységnyi-, a
kozepére pedig S5 egységnyi tomeget
erdsitiink (4bra). A sulyokat elengedve, azok
beallnak egy egyensulyi helyzetbe, amelyben
a két csiga kozti kotélszakasz a kozépsod
sulynal ~ megtorik.  Barmilyen  kezdd
allapotbdl hagyjuk magara a rendszert, a két
csiga kozti kotélszakasz két része egymdssal
derékszoget zdar be. A fliggblegesen lefelé
mutatd G (suly) er6t tehat — az adott sulyok
esetében — az F; és F; erd csak akkor tudja
kompenzalni, ha egymasra merdlegesek.

A merdleges bedllast konnyen értelmezhetjiik, ha feltételezziik, hogy az erdk
vektorként viselkednek’. A valasztott sulyok (erék) esetén fennall az FZ = F 12 +F 22
Osszefiiggés (F;=3 egység, Fr=4 egység, ¢s F=5 egység), ami a derékszdgili beallas
miatt megfelel a vektorabrabol kaphatd Osszefliggésnek. Ez azt jelenti, hogy a G
stullyal valoban a két masik erd vektori Osszege tart egyensulyt F, +F, = -G. Az erék
tehat vektorként dsszegezhetdk.

Newton 1. torvénye, az inerciarendszer fogalma

A dinamika alaptorvényeit a Foldhoz képest nyugvéd
vonatkoztatdsi rendszerekben végzett kisérletek tobbé-
kevésbé alatamasztjak. Konnyen belathatd azonban, hogy
vannak olyan vonatkoztatasi rendszerek, amelyekben a
torvények  biztosan  nem  teljesiilnek. Ennek
demonstralasara végezziik el az alabbi gondolatkisérletet.
Egy megfigyeld egy lefedett kocsiban iil, amelybdl a

" A kisérlet értelmezéséhez tudni kell, hogy a testek siilya aranyos a tomegiikkel, tovdbba, hogy a csigén atvetett
kotélre akasztott sulyok a csiga masik oldalan is a stlyukkal azonos erdt fejtenek ki, amelynek iranya a kotél
iranyaval egyezik.
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kornyezetét nem latja (abra). A kocsiban van egy vizszintes, sima asztallap, amelyen
egy sima feliileti, gomb alakll golyo all. Ha a kocsit ¢vatosan gyorsitjuk — ugy, hogy a
megfigyelO ne érezze a gyorsulast — akkor a megfigyeld azt fogja tapasztalni, hogy a
golyo gyorsul, és 4llo helyzetbdl elindulva az 6lébe esik. Newton II. torvénye szerint,
a megfigyeld ezt gy értelmezi, hogy a golyora fellépett egy erd. Ilyen erét azonban
nem taldl (a kiilsé szemléld tudja, hogy nincs is ilyen erd), ezért nem érti, hogy a golyd
miért gyorsult. (A kiilsd szemlél6 azt allapitja meg, hogy hozza képest a golyd nem
gyorsul, és helyben marad, a kocsiban iil6 megfigyeld azért latja gyorsulni a golyot,
mert a kocsi gyorsul, és kiszalad a goly¢ aldl.)
Vagyis egy gyorsuld testhez rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben olyan testeket is
gyorsulni latunk, amelyekre hat6 er6k ereddje nulla, ilyen rendszerben tehat Newton
II. torvénye (eredeti formajaban) nem érvényes.
Emiatt sziikkség van annak lerdgzitésére, hogy milyenek azok a vonatkoztatasi
rendszerek, ahol a Newton-torvények haszndlhatok. Amikor Newton I. torvénye (a
tehetetlenség torvénye) azt mondja ki, hogy minden test megtartia nyugalmi dllapotat
vagy egyenes vonalu egyenletes mozgdsat, amig valamilyen kiilso hatds nem éri,
Iényegében azt fogalmazza meg, hogy olyan rendszerekkel foglalkozunk, amelyekben
a fenti allitas, azaz a tehetetlenség torvénye igaz. Az ilyen rendszereket tehetetlenségi-
vagy inerciarendszereknek nevezik.
Az [. torvény tehat azt fogalmazza meg, hogy
¢ inerciarendszerek léteznek, és
¢ a tobbi Newton-torvények — eredeti forméjukban —  inerciarendszerekben
érvényesek.

A fentiek alapjan az inerciarendszer kivalasztasanak modszere elvileg abban 4ll, hogy
megfigyeliink egy magara hagyott testet, és megnézziik, hogy gyorsul-e vagy nem. A
dolog, sajnos nem ilyen egyszerli, ugyanis nem konnyli azt megallapitani, hogy a
megfigyelt testre valdban nem hat semmilyen erd.

A Fold szigortian véve nem inerciarendszer (forog €s kering, tehat barmely pontjanak
gyorsuldsa van), de kiilonleges pontossagot igényld esetektdl eltekintve, kozelitdleg
annak tekinthetd.

Ero- és tomegdefiniciéo a kiilsé hatas mozgasallapot-valtoztaté képessége alapjan

A kiils6 hatds masik — konnyen észlelhetd — eredménye az, hogy megvaltoztatja a testek

crer

egyszeriibben megadni.

A tehetetlen tomeg bevezetése
Mozgasallapot-valtozas alapjan a tomeg (€s az erd) definicidja ugy torténhet, hogy
egymassal kolcsOnhatasban 4ll6  két testnek a kolcsonhatas 4altal okozott
sebességvaltozasat (Av; és Av,) mérjiik meg kiillonbozo esetekben.
A mérésekbdl kideriil, hogy a két test sebességvaltozasa mindig ellenkezd iranyq, a
valtozasok nagysaganak aranya pedig ugyanazon két test esetén mindig ugyanakkora,
fiiggetlentil a két test kezdeti sebességétol.

AV, =-K,,Av,, Ay A = K,, =4llando.

Av, A

Az litk6zésben a tapasztalat szerint mindig a "kisebb" ill. "kdnnyebb" test
sebességvaltozasa nagyobb, ennek megfelelden a sebességvaltozas-arany nd, ha a 2
test méretét noveljiik (pl. 1itk6z6 kocsik esetén a kocsira rakott test mellé tovabbi
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testeket helyeziink), és csokken, ha az / test méretét noveljiik. Durvan szolva: a K3,
mennyiség ardnyos a 2 ¢és [ testek "anyagmennyiségének" hanyadosival. Ennek
alapjan bevezethetiink egy mennyiséget, ami az egyes testeknek az iitkozésben
tanusitott viselkedését jellemzi. Ezt a mennyiséget a testek tehetetlen tomegének
nevezzik, m-mel jeloljik, és ugy definidljuk, hogy a két kdlcsonhato test tomegének
hanyadosa az iitkozésben meghatarozhaté K,; mennyiséggel egyenlo:
K, = _m
Av, m,

Az 1litkozéses kisérlet alapjan tehat csak a két kolesonhatd test tdmegének aranyat
tudjuk definidlni. Ahhoz, hogy egy test tomegét meghatarozzuk, valasztani kell egy

testet, amelynek tomegét onkényesen egységnyinek tekintjikk: m, = I tomegegység .

Av,

Az ismeretlen tOmegl testet ezzel a testtel iitkoztetve, megmérjik a K = y
\

. , ” . . m . . ‘s
mennyiséget, ¢és ebbdl az ismeretlen tomeg a K =—— 0Osszefiiggés alapjan:
m
m = Km, = K tomegegység .

A lendiilet és az erd bevezetése, a Newton-torvények szdrmaztatdsa
A tomeg bevezetése utan az iitkozésre vonatkozo tapasztalatainkat az
mMN,; =-m,AV,,
my(V;=V,;)==m,(V5=V,)
mN;+myV, =m\N, +m,V),
Osszefiiggésekkel irhatjuk le, ahol a vesszdtlen sebességek az {itk6zés elotti, a vesszds
sebességek az litkdzés utani sebességeket jelentik. Az utolsd Osszefiiggés az p=mv
mennyis€g megmaradasanak tételét fejezi ki. Ezt a mennyiséget nevezzilk most is
lendiiletnek.
Az litkdzési kisérletben két kolcsOnhatasban 4lld test mozgésat vizsgaltuk. Gyakran
azonban csak a kolcsonhato testek egyikének mozgdsa érdekel benniinket, ezért
felmeriil a kérdés, hogyan lehet egy test mozgasallapot-valtozasat meghatarozni ugy,
hogy a masik test jelenlétét kiilsd (erd)hatasnak tekintjiik. Ehhez elészor azt kell
tisztazni, hogy milyen 6sszefiiggés van a test mozgasallapot-valtozasa és a hétkdznapi
értelemben ra gyakorolt erd kozott.
Ha egy vizszintes terepen lassan felénk gordiilé kocsit meg akarunk allitani, és nem
szamit, hogy ezt mennyi id6 alatt tessziik meg, akkor a célt viszonylag kis erdfeszités
aran elérhetjiik, ha a kocsival egyiitt hatralva hosszabb id0 alatt lassitjuk le. Ha
azonban a megallitasra csak rovid id6 all rendelkezésre (pl. a kocsi vészesen kozeledik
a falhoz), akkor a megallitas nagy erdfeszitést kivan. Masrészt az erdkifejtés mindkét
esetben fiigg attdl is, hogy mekkora a megallitando kocsi tomege (kis tomegnél
nyilvan kisebb a sziikséges erdfeszités). Vagyis a mozgasallapot-valtoztatashoz
sziikséges erdfeszitést egyrészt a lendiiletvaltoztatds nagysaga, masrészt a valtoztatasra
forditott id6 szabja meg. Az erdfeszités nagysaga a tapasztalat szerint aranyos a
d(mv)
dt

lendiiletvaltoztatassal és forditva ardnyos a valtoztatds idejével, vagyis a

hanyadossal jellemezhetd.
Ha egy m és egy M tomegli tOmegpont kolcsOnhatasat vizsgaljuk, akkor a fentiek
alapjan a kolcsonhatas sordn fennall a

A(mv,, )=-A(Mv,, )
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Osszefliggés. Az egyenletet Ar-vel osztva, majd végteleniil kicsi idOtartamra attérve, a
d(mv, ) __d(Mv,)
dt da

illetve

d(pm) —_ d(pM)
dt dt
Osszefliggést kapjuk. Ez azt jelenti, hogy az m tomeg lendiiletvaltozasanak sebessége,
ami a valtozashoz sziikséges "erdfeszitést" adja meg, kifejezhetd a M tomeg adataival.

Ezek alapjan az m tdmegre hato F,, erdt ugy definidlhatjuk, hogy

Fm:_dp_M'
dt

crer

Fm — dp}'ﬂ =m dvm

dt dt

Osszefliggést, ami azt fejezi ki, hogy a tomegpontra haté erd ardnyos a tomegpont
gyorsuldsaval. Ez Newton II. torvénye.

Mivel két test kdlcsonhatasara a fentiek szerint mindig érvényes, hogy

d(p,) __d(p,)

dt dt
az erd fenti definicidja alapjan teljesiil a

dp,) __dp,)
F) i i Fs

Osszefiiggés, ami Newton III. térvénye.

Ha egy m tomegli tomegponttal egyidejlileg tobb tomegpont (m;, my, ms, ... ) all

kolesonhatasban, akkor a tapasztalat szerint az egyes kolcsonhatasokra tovabbra is

érvényesek a két tdmegpont kdlcsonhatdsdra vonatkozd korabbi megdallapitasaink,

vagyis a kélcsonhatasok egymdst nem befolydsoljak. Ha az egyes kolcsonhatasokra

vonatkozd6 m(Av ), =-A(m\V,;) egyenleteket Osszeadjuk, akkor megkapjuk a m

=ma,,

3

tomegpont teljes sebességvaltozasara vonatkozo Gsszefiiggést:
mAV = —z A(myV,; ).
i

Itt (Av), a m tomegnek az i-edik tomeggel vald kolcsonhatdsabol szarmazo

sebességvaltozdsa, a teljes sebességvaltozds pedig ezek vektori 0Osszege:
AV = Z( Av ). . A fenti egyenletet At-vel osztva, majd végteleniil kicsi idétartamra

attérve, az
dv d(mv,)
m—=ma= -——|=) F
dt Z( dt j Z ’
egyenletet kapjuk, ahol F; az i-edik tomeg altal a m tomegre kifejtett er6. Vagyis a m
tomegpont mozgasara Newton II. térvényét ilyenkor a tdomegpontra hatd erdk vektori
osszegével kell felirni, ami Newton IV. torvénye.

A mozgasegyenlet és alkalmazasai

Newton II. torvénye Osszefiiggést ad a tomegpontra hatd erdk €s a tdomegpont gyorsuldsa
kozott. Mivel ez az Osszefiiggés teszi lehetdvé a mozgés leirdsat, mozgasegyenletnek is
nevezik. A mozgasegyenletet két célra hasznalhatjuk fel.
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A legkézenfekvOobb ¢és leggyakoribb felhasznalds az, hogy a tomegpontra hatd erd(k)
ismeretében a mozgasegyenlet segitségével meghatdrozzuk a mozgd pont helyvektoranak
idofiiggését, vagyis matematikailag leirjuk a mozgast.

A mozgasegyenlet egy masik lehetséges felhasznalasa az, hogy ismert mozgashoz
meghatarozzuk azt az er6t, amely az adott mozgéast 1étrehozza.

Az eréhatdasok legfontosabb tipusai

Ahhoz, hogy a mozgésegyenletet megoldjuk, ismerniink kell a tomegpontra hato
erdket. Most roviden foglalkozunk néhany fontos erdtipussal, amelyeket a klasszikus
fizikai mozgasproblémak megoldasanal gyakran hasznalnak.

Kényszerero

Az erének egy sajatos, konkrét kolcsonhatasi tipustdl fliggetlen — és gyakran
eléforduld — fajtaja 1€p fel akkor, ha egy test mozgésat valamilyen kiilsé kényszeritd
kortilmény korlatozza. Ez torténik példdul akkor, amikor egy testet valamilyen kiilsd
hatas olyan feliilethez nyom, amelyen nem

tud éathatolni. A gyakorlatban el6forduld Py
ilyen eset, hogy a testre a nehézségi erd | . Ej
hat, és mozgésat egy vizszintes sik feliilet G G

vagy egy lejtd jelenléte korlatozza. Az

ilyen feliilet megakadalyozza, hogy a test a . Fy

feliilet ald keriiljon, vagyis a test nem %

mozdulhat el a sikra merdlegesen lefelé (a) G G
a) b)

abra). Az ilyen mozgast korlatozé kiilso

feltételeket keényszereknek nevezzik. A

kényszer miikodését az emlitett esetekben igy foghatjuk fel, hogy a testre egy Fy
Hartdo erd” 1ép fel, amit kényszereronek neveziink. A test mozgésat ilyenkor ugy
irhatjuk le, hogy a kényszer (az athatolhatatlan sik) hatasat a mozgéasegyenletben az Fy
kényszererdvel vessziik figyelembe () abra).

Surlodasi ero

Ha egy kényszernek Kkitett testre a kényszerfeltétel altal megengedett elmozdulas
iranyaban hato erd is mukodik, akkor fellép egy sajatos fékezd erd, az Gn. surloddsi
erd. Ennek kozismert példdja az az eset, amikor a
vizsgalt testet egy kiils0 hatds egy feliilethez
nyomja (pl. az 4bran a G nehézségi erd), ¢és FS(Ft):
miikodik a feliilettel parhuzamos er6 (F) is. Ilyenkor TR
a feliillet egy az elmozdulast fékezd, surlodasi erdt

fejt ki. Kis erdnél a test odatapad a feliilethez, és l-F
nem mozdul el, mert egy Un. tapadasi ero (F))

kompenzalja a kiilsd er6t (tapadasi surlodas). A tapadasi erdnek azonban van egy —

az érintkezd felilletek mindségétdl fiiggd — maximalis értéke (F“), ezért ha ennél

nagyobb erdt fejtiink ki, akkor a test cstiszni kezd. A cstiszas kozben fellép egy allando
fekezé erd, az Un. csuszasi surlodasi ero (Fy), amely mindig a mozgasirannyal
ellentétes (csuszdsi surlodas).

A tapadasi eré maximalis értéke €s a csuszasi surlodasi erd is kozelitdleg aranyos a
testet a feliilethez nyomo erével (Fy).

Az 4llo test esetén fellépd maximalis tapadasi erdt az

max __
F =y,
a mozgo test esetén fellépd csuszasi surlodasi erdt pedig az



TOTH A.: Pontdinamika (kib&vitett dravézlat) 10

Fs = IUFN
alakban irhatjuk fel, ahol z; illetve u a feliiletek mindségétdl fiiggd szdm, az un.

tapadasi- illetve csuszasi surlodasi egyiitthato. A tapasztalat szerint g4>g, vagyis a
tapadési er6 maximalis értéke mindig nagyobb, mint a cstiszési strlodasi erd.

Gravitacios kolcsonhatds, a sulyos tomeg

A tapasztalat szerint barmely két test kozott fellép egy olyan kolesonhatas, amelynél a
testekre hatdo erd — azonos anyagu ¢és allapoti testeket feltételezve — a kdlcsonhato
testek térfogataval aranyos. Ezt a kolcsOnhatast gravitdcios kélcsénhatasnak nevezik.
A Foldon egy test sulyat a Fold és a test kozott fellépd gravitacids kolcsonhatés
okozza.

Ha a két test kolcsonhatast okozd anyagi tulajdonsagat my-gyel illetve mjo-vel
jeloljik, akkor két pontszerlinek tekinthetd (azaz a tavolsagukhoz képest
elhanyagolhato méretil) test kozott fellépd eré nagysagat a Newton altal megallapitott
torvény szerint az

mgmyg,

F,=y
2

g

Osszefiiggés adja meg, ahol r a két pontszerli test tavolsaga. Az eré vonzo, ¢és a két
testet 0sszekotd egyenes mentén hat. Az m;, tulajdonsagot a kdlcsonhatod test silyos
tomegének nevezik. Az Osszefiiggésben két ismeretlen mennyiség van: az my sulyos
tdmeg ¢és a y aranyossagi tényezd, az Un. gravitacios dllando. A torvény igaznak
bizonyult nem pontszeri, de gémb alaku testekre is, ha tavolsagukat a centrumuk
tavolsadgaval azonosnak tekintjiik.

Ha onkényesen definidljuk, hogy mennyi az m, sulyos tomeg egysége (pl. azt
mondjuk, hogy [ liter viz sulyos tomegét tekintjiik egységnyinek), €s ezt az egységet /
kg-nak nevezziik, akkor az egységnyi tomegek kozott meghatdrozott tavolsagban
fellépod erét megmérve, kiszamithatd a y aranyossagi tényezo egysége €s nagysaga (ezt
a mérést elészor Cavendish' végezte el). A jelenleg hasznalt kg-definicio esetén a
mérések szerint y =6,67 - 107" Nm? / kg? .

A tapasztalat szerint a Fold felszinéhez kozel a testekre hatd gravitacids erd jo
kozelitéssel F, ~ G =mg alakban adhato meg, ahol g egy adott helyen minden testre
ugyanaz az érték. (Megjegyezziik, hogy egy test adott helyen mért silya nem pontosan

a gravitacios erdvel egyenld, mert a Fold forgasa miatt fellépd Gn. centrifugalis erd ezt
kissé modositja. Ezzel késébb foglalkozunk.)

s sk sk sfe sk sk sk sk skeoske sk sieoskeoske seosleskeskeske sk sfeosie sk sk s sk sfe s sk sk sk sfeosie sk sk skeoskeosiesk sk skeoskeosk skoskeosk skoskok skoskok skokok koo
Az F P G = mg dsszefiiggés a gravitacids torvénnyel dsszhangban van. A Fold (M) és a test (m)
kozott fellépd erd a graviticidés torvény alapjan (a Foldet gombnek tekintve, és a tomegét a
kozéppontban elképzelve)
_ Mm
¢ =V ——
(R+h)’

ahol R a Fold sugara, £ a testnek a Fold felszinét6l mért magassaga. Ha a test a felszin kdzelében van,
akkor R + h = R , tehit a gravitacios erd az

Fg :]/Fm

" Henry CAVENDISH (1731-1810) angol fizikus, kémikus, csillagasz
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alakba irhato. A g mennyiséget ezek szerint kozelitélega g =~ ¥ F Osszefiiggés adja meg, ami csak a

Fold adataitél és a gravitacios allandotol fiigg (az adatok behelyettesitésével 9,81 m/s” értéket kapunk).
sk s sfe ok sk sk sk ki sk ste st ske sk sesoskosko sk skosk ki sk sk sk sk sk sk s s skoskoskoskoskokok kot sk skosk sk sk skoskoskoskokoskoskokok skekoskoskosk

A testekre hato erd (F) a testeket gyorsitja (a), és ennek alapjan bevezettik a
tehetetlen tomeget az m, = — Osszefliggéssel. Ez a tomeg adott anyagu test esetén
a

szintén a térfogattal ardnyosnak mutatkozik. Felmeriil a kérdés, hogy a két teljesen
kiilonb6zé mddon bevezetett tomeg azonos vagy kiilonbozo.
A kozelitd vizsgalat alapjan a két tOmeg azonosnak latszik, ugyanis a tapasztalat
szerint a F6ldon a gravitacios er6 altal gyorsitott test gyorsuldsa (ag) nem fiigg a test
anyagatol és méretétdl, és ugyanaz a g érték, mint amit a testre hatd gravitacios erd
mérésébol kapunk:

F,=mg lletve F,=ma,~mg.

Ennek megfelelden

mgrmg = “rxl
mt

A kérdés azonban elvi jelentdségli, ezért pontos vizsgalatnak is alavetették. Az els6
komoly mérést ezzel kapcsolatban E6tvos Lorand' végezte el, és nagy pontossaggal
megallapitotta a stlyos és tehetetlen tomeg azonossagat: a kétféle tomeg hanyadosa a

mérési hiba figyelembe vételével csak a 9-edik tizedes jegyben térhet el az /-t6l.

Elektrosztatikus kolcsonhatds
Egymashoz képest nyugalomban 1év0, elektromosan toltott testek kozott a toltésiik
miatt fellép egy un. elektrosztatikus kélcsonhatas, amelynek eredményeként a két test
kozott vonzo vagy taszitd erd 1ép fel, attdl fiiggden, hogy toltésiik ellentétes- vagy
azonos elSjelii. A Coulomb® altal megallapitott torvény szerint két pontszeriinek
tekinthetd toltés kozott fellépd erd nagysaga:
x, 0
r
ahol Q; és O, a toltések nagysaga, K, a toltés egységétdl fliggd allando, r pedig a
toltések kozotti tavolsag. A torvény formailag megegyezik a gravitacios kolcsonhatast
leird torvénnyel, ezért a kétféle kdlcsonhatas kozott szdmos analdgia all fenn. A toltés

F Iszt —

e b

jelenleg hasznalatos egysége (I C=1 As) esetén az allando K, =9-1 0° Nm?’/C*.

A mozgds leirdsa az erd ismeretében
Ha ismerjilk a tomegpontra hatd erdket, akkor a mozgasegyenlet segitségével
meghatarozhatjuk a tdmegpont gyorsuldsat:

a(t) — Fere;l:l'(t) )

A gyorsulasb6l a kordbban megismert modon kiszdmithatjuk a tomegpont
sebességének és helyvektoranak idéfliggését

integrélas integralas
a(t) > V(i) > ()

"EOTVOS Lorand (1848-1919) magyar fizikus
? Charles Auguste COULOMB (1736-1806) francia fizikus, hadmérnok
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Ezt az eljarast a mozgasegyenlet megoldasanak vagy a mozgasegyenlet integralasanak
nevezziik, aminek sordn — ha ismerjiik a kezdeti feltételeket — eljutunk a mozgés teljes
leirasahoz.

Példaként vizsgaljunk meg, néhdny mozgast, amelyet ismert eréhatas okoz. Ezekben
az esetekben a valosagban tobbnyire nem pontszerd testek mozgédsarol van szo.
Késdbb latni fogjuk, hogy bizonyos esetekben (haladd mozgas) a kiterjedt testek
mozgasa is leirhatd a tomegpontra vonatkoz6 Osszefliggésekkel. Az alabbiakban
mindig azt tételezziik fel, hogy ez az egyszeriisités alkalmazhato.

Mozgas allando erd hatasara

Tiyenkor F(t)=F = dllandé , tehat a(t) ="/ = F

— =a=dllando , amibdl a sebesség
m m

¢s a helyvektor idofiiggése a mar ismert médon kaphat6é meg. Ilyen erd 1ép fel a Fold
felszin¢hez kozeli testekre, amely fliggdlegesen lefelé hat, és nagysaga G =mg .

Mozgas surlodassal
A csuszé testek mozgésat a fentiek alapjan egyszertien leirhatjuk. Mivel a csiszasi
surlodasi eré mindig a testnek a feliilethez viszonyitott sebességével ellentétes irdnyt,
az x-tengely mentén surlodva mozgo6, m tomegl test mozgasegyenlete Fy nagysagu
nyomoerd esetén
F.=F—uFy =ma,.

Itt F' a testre hato x-irdnyu allandé erd (abra). Eszerint
_F—uiFy

m
amibdl a sebesség ¢és a helykoordinata idéfliggése a mar ismert modon megkaphato.
Az Fy er6t mindig a konkrét koriilmények hatarozzdk meg. Gyakori eset, hogy
érintkezési feliiletre merdleges komponense csak a nehézségi erének van, ilyenkor a
nyomoerd éppen ez a komponens lesz. Vizszintes E

a, = dllando ,

érintkezési sikndl (4bra) ezért F, =mg, igy a 4 mozgas
gyorsulas: S« rF —
F WZ
ay=—"—H8. l
" -F
Lejtbn mozgd test esetén a helyzet annyival N

bonyolultabb, hogy ekkor a feliileteket Gsszenyomo
erd nagysaga nem azonos a nehézségi erdvel (dbra). A test y-irdnyban nem mozog,
tehat az F, eredd erd y-komponensére a mozgasegyenlet alapjan fennall, hogy
igy

Fy=Gy=Gcosa=mgcosa.
A mozgasegyenlet x-komponense pedig

F,=G;,-F =ma,

vagyis

mgsina —F, =ma,.
Figyelembe véve a surlddasi erére vonatkozd Osszefliggést €s a
nyomoerdre kapott kifejezést, a gyorsulds x-komponense
a,=g(sina—pucosa).
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Mozgas kozegellenallassal
Vizsgéaljuk meg most azt, hogy egy levegében kozegellenallassal mozgo, szabadon esd
test sebessége hogyan valtozik az idoben.
A kozegellendllds nem til nagy sebességeknél aranyos a test sebességével és azzal
ellentétes iranyu:
Fr. =—kv.

A mozgés fliggbleges egyenes mentén zajlik, igy a koordindtarendszeriink z-tengelyét
fliggdlegesen lefelé iranyitva a mozgasegyenlet:

ma, =mg —kv,.
Az egyenletbdl vilagosan latszik, hogy a test sebessége nem érhet el akarmekkora
értéket, hiszen egy id6 utan a ndvekvd sebesség miatt a fékezd erd nagysaga eléri az
allando6 nehézségi erd értékét. Ekkor az eredd erd nulla lesz, a test nem gyorsul tovabb:

a, =0. Ekkor a mozgasegyenlet a 0 =mg—kv_ alakot 6lti, amibdl az allandosult

sebesség megkaphato: v = % . (Ez a probléma tin. aszimptotikus megoldasa.)

st sfe sfe sfe ske sk ske stk sk sk sk sk st steskesfeoseske sheoske sk st sk sk sk sk sk st sk sk sk sk skeoskoskeosioskosioskoskoke sk steoske st sk sk sk sk skeoskoskoskokok skokokeskeoskeoskoskok

A mozgasegyenlet megoldasaval természetesen nem csak a végsebesség, hanem a sebesség (illetve a z-
koordinata) idéfiiggése is megkaphato. Ehhez irjuk at az egyenletet az alabbi médon:

dv
m—==mg—kv_,
di g z
dv, _&
dt i
dv,
7 =dkt.
g——V,
m

Ez az egyenlet (ami egy un. szétvalaszthatd differencidlegyenlet) a két oldal integralasaval konnyen
megoldhato. Szabadesést feltételezve (v, = 0)), a végeredmény:

vz(t):%(l—exp{—gt}].

. m . . mg . .
A sebességa  >> ; esetben egy allandosult v, (o0) = 7 értékhez tart.

st she sfe sfe ske sk ske stk sk skt sk ste st sk skeoskeske sheoske sk sk sk skosk sk sk sk st skesteosteoskeoskeoskeoskeosk sieoskosieoskosk skt sk st skeoskeoskoskoskoskoskoskokok

Mozgas gravitacios ero hatasa alatt

A gravitacids kolcsonhatas ismeretében leirhatjuk egy tomegnek (m) egy masik tomeg
(M) jelenlétében torténd mozgasat. Ennek tipikus példdja a bolygok Nap koriili
mozgasa. Mivel a Nap tomege (M) sokkal nagyobb, mint a bolygdé (m), a probléma
ugy targyalhat6, mintha a Nap nem mozogna. Ekkor a bolygd Naphoz viszonyitott
helyét megado r helyvektorra felirhat6 az

d’r __ Mmr

dr’ ror
mozgasegyenlet, amelybdl a bolygd palyaja, keringési ideje és a Kepler altal
megallapitott torvényszeriiségek levezethetdk (itt r a Naptol a bolyg6 felé mutatd
r

egységvektor).



TOTH A.: Pontdinamika (kib&vitett dravézlat) 14

A Fold felszinéhez kozel a gravitacids erd fiiggdlegesen lefelé hato, allando erd,
amelynek nagysagat kozelitéleg az ismert, G=mg Osszefliggés adja meg. A
mozgasegyenlet ilyenkor

ma=G.
Ha a koordinatarendszert Ugy valasztjuk meg, hogy a z-tengely fliggdlegesen lefelé
mutat, akkor az egyenletben szereplé eré-vektor komponensei: G(0,0,mg). Igy a
gyorsuldsra az a(0,0,g) eredmény adodik, amibdl — a kezddsebesség ismeretében — a

mar targyalt hajitdsok egyenleteit kapjuk.

Ismert mozgast létrehozo erd meghatdarozdsa a mozgdsegyenlet alapjan

Eléfordul, hogy a mozgast magat mar ismerjiik (pl. allandd gyorsulasi mozgss,
kormozgas, rezgdmozgas), €és kivancsiak vagyunk, hogy ilyen mozgas l1étrehozasédhoz
milyen erdre van sziikség.

Allandé gyorsuldsii mozgds
Ha a gyorsulas allando, akkor az F, = ma mozgéasegyenlet alapjan az eredd erdnek is

idében allandonak kell lennie, vagyis ilyen mozgast F.=dllando erd hoz 1étre.

Kormozgas

A kormozgas esetén a palya egy adott helyén egy érintd iranyt a, :EUT és egy

centrum felé mutaté a, = ro’u ~ gyorsulaskomponens 1ép fel. Gyorsuld kdrmozgas
létrehozasahoz tehat a tomegpontra az adott helyen egy érinté iranya

v . . . 2
Fr=ma,=m—u, ¢és egy centrum fel¢é mutaté F, =ma, =mro-uy
t

erdkomponens sziikséges. Utobbi, a korpalya kozéppontja felé mutatd erdt
2

centripetalis erdnek (F,) nevezik. Ennek nagysaga F,, = F)y = mro’ =m-—. Ha a
r

sebesség nagysaga nem valtozik (egyenletes kormozgas), akkor a kormozgas egyediil
az allando nagysagt (de valtozé iranyu!) centripetalis erd hatdsara alakul ki. Ez az az
erd, amely a kdrpalyan valé haladashoz sziikséges irdnyvaltozast 1étrehozza.

Harmonikus rezgomozgas
Egy egyenes (pl. az x-tengely) mentén harmonikus rezgémozgast végzd tomegpontnal
a helyvektor id6fiiggése definicié szerint: x(¢) = Acos(at + &), amibdl a gyorsulédsra

azt kapjuk, hogy a, = —w’x. A mozgasegyenlet alapjan tehat ilyen mozgést
F.=ma, = —ma’x =—Dx alaku erd hoz létre (itt bevezettik a D = ma? jeldlést). Ez

az er0 a kitéréssel ardnyos ¢€s mindig azzal ellentétes irdnya (tehat az egyenstlyi
helyzet felé¢ mutat).



TOTH A.:Mechanika/3 (kib&vitett oravézlat) 1

Mozgasleiras kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekbél

Egy test mozgasanak leirasa altalaban ugy torténik, hogy annak mindenkori helyzetét egy
tobbé-kevésbé onkényesen valasztott testhez, egy un. vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitva
adjuk meg. A helyzet meghatdrozdsdhoz altaldban a vonatkoztatasi rendszer egy pontjahoz
rogzitett koordinatarendszert veszink fel, és a test mozgasat jellemzd adatokat ebben a
koordinatarendszerben adjuk meg.

Konnyen belathatd, hogy ha ugyanazt a testet két kiilonbozd, egymashoz képest mozgo
vonatkoztatdsi rendszerbdl figyeljiik meg, akkor a mozgésat jellemzd adatok egy részét (pl.
helyzetvektor, sebesség, lendiilet, energia) eltérének talaljuk. Felmeriil a kérdés, hogy az
adatok kozotti Osszefliggéseket megado fizikai torvények is kiillonbozoek-e a kiilonbozo
vonatkoztatasi rendszerekben. Leegyszertsitve: a kérdés az, hogy hasznalhatja-e a robogd
vonaton utazé megfigyeld ugyanazokat a fizikai torvényeket, amelyeket a Foldhoz képest
nyugvo laboratoriumban érvényesnek talalt.

A kérdés vizsgalatat érdemes két részre bontani: el6szor az egyszeriibb esetet nézziik meg,
amikor egymashoz képest (alland6 sebességgel) mozgd inerciarendszerekkel foglalkozunk,
majd ezutan tériink &t egymashoz képest gyorsulo rendszerek targyalasara.

Mozgasleiras egymashoz képest mozgo inerciarendszerekbdl

Vizsgaljunk két olyan rendszert, amelyek egymdashoz képest allando sebességgel mozognak,
¢s mindkettdben érvényes a "tehetetlenség torvénye" (Newton . axidomdja), vagyis két
inerciarendszerrdl van sz6. Probaljuk meg leirni ugyanannak a tdmegpontnak a mozgésat a
két rendszerbdl nézve, és keressiik meg a leirasok kozotti osszefiiggéseket.

Szamos tapasztalat sugallja azt, hogy a kiilonb6z6 inerciarendszerekbdl nézve a mechanikai
jelenségek ugyanugy zajlanak le, és a kiilonb6zd rendszerekben a mechanika torvényei
azonos matematikai alakban érvényesek (természetesen csak akkor, ha adott rendszerben
alkalmazva a torvényeket a benniik szerepld 0sszes fizikai mennyiség helyébe ugyanabban a
rendszerben mért adatokat helyettesitiink be). Ez a tapasztalatok alapjan elfogadott alaptétel a
klasszikus mechanika relativitasi elve. A relativitas elvének fontos kovetkezménye, hogy az
inerciarendszerek a mechanikai folyamatok leirdsa szempontjabol egyenértékiiek, vagyis
mechanikai kisérletek segitségével nem lehet koztikk kiilonbséget tenni, igy valamiféle
"abszolut", kitlintetett inerciarendszert sem lehet talalni.

Ha egy test mozgasat két egymashoz képest mozgd K és K' inerciarendszerbdl vizsgaljuk,
akkor a test mozgasat jellemzd adatokra altalaban eltérd értékeket kapunk, de a két
rendszerben mért adatok kozott Osszefliggések allnak fenn. Ezek az Osszefiiggések a
rendszerek egymashoz viszonyitott mozgasa altal meghatarozott koordinata-transzformaciok
segitségével kaphatok meg, és ismeretiikben egy fizikai torvényt attranszformalhatunk egyik
rendszerbdl a masikba az alabbi mddon.

A K rendszerben felirt fizikai torvényben szerepld fizikai mennyiségeket a transzformacios
Osszefiiggések segitségével kifejezziik a K' rendszer megfeleld6 mennyiségeivel, és igy
megkapjuk a kérdéses fizikai mennyiségek kozotti Osszefiiggést (a fizikai torvényt) a K’
rendszerben. Ha ez az 0sszefiiggés matematikai alakjat tekintve azonos a K rendszerben felirt
Osszefiiggéssel, akkor azt mondhatjuk, hogy a transzformdcio ésszhangban van a relativitds
elvével.

Ha a relativitas elvét, mint tapasztalati tényt elfogadjuk, akkor csak vele dsszhangban allo
transzformaciot hasznalhatunk. Elvileg elképzelhetd, hogy olyan — fizikailag indokolhato —
transzformaciot fogadunk el, amely nincs O0sszhangban a relativitads elvével (a torvények
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alakja a transzformacional megvaltozik), ekkor azonban nem tarthatjuk fenn a relativitas
elvét.

Nézziik meg most, hogy a klasszikus mechanikaban hasznalt un. Galilei'-féle transzformdcio
Osszhangban van-e a mechanikaban elfogadott relativitasi elvvel.

A Galilei-transzformdcio és a relativitds elve a klasszikus mechanikdaban
A Galilei-transzformacio Osszefiiggései a hétkdznapi szemléleten alapulnak, és az
alabbi egyszerli meggondoldsokkal kaphatok. Az 4bra
P pontjaban 1évd tomegpont mindenkori helyzetét a K
koordinatarendszerb6l a mindenkori r(z)-, a K’
rendszerbél pedig a mindenkori r'(z) helyvektorral
adhatjuk meg (¢ az id6). Ha a két rendszer relativ
helyzetét megad6d vektor rg.(7), akkor a két
rendszerben érvényes helyvektorok kapcsolata
r(t)=r'(t)+ry(t).
Ha a K' rendszer a K hoz képest allandé w sebességgel
mozog (inerciarendszerekrdl van sz6), akkor
ry(t)=Wt+r,,
ahol ry) a két rendszer origdjanak relativ helyzetét
megadod vektor a =0 idOpillanatban. Ezzel a fenti
kifejezés igy alakul

r.(t)=r'(t)+wt+r,,
ami a koordinatakkal kifejezve
x=x"+wit+x,
y=y'+wi+y,
z=z'+wit+z,
t'=t.
Ez a klasszikus mechanika Galilei-féle transzformacioja.
A fenti gondolatmenet fontos mozzanata, hogy az id6t nem transzformaltuk, azaz
természetesnek vettiik, hogy a két rendszerben az id6 azonos:
t'=t.
A sebességek kozotti Osszefliggés a helyvektorok kapcsolatat megadd egyenlet 1d6
szerinti differencialasaval kaphato
V(t)=V'(t)+w,
ahol v a vizsgalt tomegpont K rendszerbeli sebessége, V' annak K' rendszerbeli
sebessége. Komponensekkel kifejezve:
v.=v+w,
v, =V +w,
v.=v. +w._.
Vagyis a hétkoznapi tapasztalattal egyezésben azt kapjuk, hogy ugyanazon test
sebességét egymashoz képest mozgd megfigyeldk kiillonbozonek talaljak.

A gyorsulasok 0Osszefliggését a sebességre vonatkozo egyenlet 1d0 szerinti
differencidlasaval kapjuk:

a(t)=a(t).

" Galileo GALILEI (1564-1642) olasz fizikus, matematikus, csillagasz
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A kiilonb6z0 inerciarendszerekbdl mért gyorsulasok tehat azonosnak adodnak. Ez azt
jelenti, hogy egy inerciarendszerhez képest egyenletesen mozgd rendszer szintén
inerciarendszer.

Ezek utan nézziik meg, hogy a Galilei-transzformacié 6sszhangban van-e a relativitas
elvével a mechanikai torvények esetében.
Elészor vizsgaljuk meg a tomegpontra vonatkozé kozismert Newton-féle
mozgastorvényt. A K rendszerben érvényes
F =ma
torvényben szereplé mennyiségeket transzformaljuk at a K' rendszerbe.
A klasszikus fizikaban feltételezett er6torvények esetén egy tomegpontra hatod erd csak
annak a tobbi testhez viszonyitott helyzetétdl, azokhoz viszonyitott relativ
sebességétdl és az 1dotdl fiigghet. Mivel ezek a mennyiségek a fenti transzformacio
szerint a két rendszerben azonosnak adddnak, igy az erdk is azonosak maradnak az
egyik rendszerbdl a masikba valo atmenetnél: F = F'. Masrészt lattuk, hogy a=a'. Ha
viszont a testek kozotti kolesonhatasok €s a gyorsulas a két rendszerben azonos, akkor
az F és a kozotti aranyossag is érvényben marad, €s a tdmeg is azonos. Ez azt jelenti,
hogy a mozgastorvénynek a K’ rendszerbe attranszformalt alakja
F'=ma’,
ami azonos a K-beli alakkal (rdadasul itt maguk a mennyiségek is azonosak
maradnak).
Minthogy a mechanika torvényei Iényegében a kolcsonhatas torvényébol és a
dinamika alapegyenletébdl szarmaztathatok, altalanosan is kijelenthetd, hogy a
Galilei-transzformacid6 a mechanika torvényeit valtozatlanul hagyja egyik
inerciarendszerbdl a masikba torténd transzformacid soran. Masként fogalmazva ez
azt jelenti, hogy a Galilei-transzformacio a klasszikus mechanikdaban osszhangban van
a relativitas elvével.
Nem bizonyitasként, csupan szemléltetd példaként nézziik meg, hogyan teljesiil ez az
allitds a mechanika egy masik alapvetd torvénye az lendiilet-megmaradasi térvény
esetén.
Vizsgaljunk két tomegpontot, amelyek mozgasuk soran kolcsonhatasba 1épnek, pl.
iitkoznek egymassal. A testek tomege m ¢és M, iitkozés elotti sebességeik egy K
rendszerben v és V, iitkdzés utani sebességeik ugyanitt u és U. A K hoz képest w
sebességgel mozgd K’ rendszerben jeloljiik ugyanezeket a sebességeketv’,V',u’,U’ -
vel. Tegyiik fel, hogy a lendiilet-megmaradas tétele alkalmazhat6 a folyamatra és irjuk
fel azt a K rendszerben:
mv + MV = mu + MU
Transzformaljuk at a sebességeket a Galilei-transzformacid segitségével a K’
rendszerbe és irjuk be ebbe az egyenletbe. Ekkor az aldbbi sszefliggésre jutunk
mV' +w) + MV +w) = mu' +w) + MU +w),
amibdl rendezés utan kapjuk
mv' + MV' = mu’ + MU'.
A transzformacié utan tehat a lendiilet-megmaradas tételét a K' rendszerben valdéban
ugyanolyan alakban kaptuk meg, mint a K rendszerben.
Hasonlé modon lehetne demonstralni a Galilei-transzformacionak a relativitas elvével
vald Osszhangjat mas mechanikai torvények esetén is.



TOTH A.:Mechanika/3 (kib&vitett oravézlat) 4

A Galilei transzformdcio és a relativitas elve az elektromdgnességtanban, a specidlis
relativitdaselmélet alapgondolata
Az elektromagnességtan alapegyenletei, a Maxwell'-egyenletek, a fizikdnak
ugyanolyan alapvetd torvényei, mint a Newton-térvények. E torvények kidolgozéasa
idején a fizikai jelenségeket a mechanikai szemlélet alapjan probaltak értelmezni, ezért
semmi kétely nem meriilt fel abban a vonatkozasban, hogy a mennyiségeket és
torvényeket a fizikanak ezen a teriiletén is a Galilei-transzformdacio segitségével kell
egyik rendszerbél a mésikba transzformalni. Ugy gondoltak, hogy létezik egy sajatos
kozeg, az un. éter, amely mindent kitolt, €s az elektromégneses jelenségek ennek a
kozegnek a mechanikai jellegli allapotvaltozasaival fiiggnek Ossze. Természetesnek
tint, hogy a Maxwell-egyenletek az ¢éterhez rogzitett koordinatarendszerben
érvényesek, ¢s hogy a fény, mint elektromdgneses hulldm nem mas, mint egy ebben a
kozegben keltett zavar tovaterjedése, ami teljesen analdog a mechanikai hullamokkal.
Ennek megfelelden a fény terjedési sebességét is az éterhez viszonyitott sebességnek
tekintettek.
A mechanikai hullam-analdgia alapjén az is természetesnek latszott, hogy az éterhez
képest w sebességgel mozgd rendszerben a fény terjedési sebességét a megfigyeld a
Galilei-transzformacionak megfeleld

c'=c-w
értékilinek talalja (c a fény terjedési sebessége az éterhez viszonyitva). Ebbdl viszont
az kovetkezik, hogy az éterhez képest mozgo rendszerben a fény terjedési sebessége
fligg a fény haladasi irdnyatol. A legnagyobb sebességet akkor mérhetjiik, ha a fény
haladasi irdnya ellentétes a w sebesség iranyaval (ekkor a sebesség nagysaga c¢'=c+w),
a legkisebb érték viszont akkor adddik, ha a fényterjedés irdnya megegyezik a w
sebességvektor iranyaval (ekkor a sebesség nagysaga c"=c-w). Ha w irdnyat
fénysebesség-mérésekkel kisérletileg megkeressiik, akkor elvileg meghatarozhatjuk a
vonatkoztatasi rendszeriinknek az éterhez viszonyitott sebességét is (dbra).

A fenti gondolatmenet alapjan a malt szazad végén Michelson® és Morley” végzett el
egy kisérletsorozatot abbdl a célbol, hogy meghatarozzak a Foldnek az éterhez
viszonyitott sebességét (a W sebességgel mozgd rendszer ekkor maga a Fold). A
kisérlet kivitelezése (aminek részleteivel itt nem foglalkozunk) praktikus okokbdl més
volt, mint a fenti gondolatkisérleté, de elvét tekintve a két eljaras azonos.

A kisérlet végeredménye gy foglalhatd 0ssze, hogy a kiilonb6zd iranyban halado
fénysugaraknal a fényterjedési sebességek kozott nem sikeriilt kiilonbséget kimutatni
(igy természetesen a W sebesség meghatarozasa sem sikeriilt). Ezt az eredményt még
lehetett volna Ggy értelmezni, hogy a kisérlet idején a Fold az éterhez képest éppen

! James Clerk MAXWELL (1831-1879) skot fizikus és matematikus
% Albert Abraham MICHELSON (1852-1931) Nobel-dijas (1907) német szarmazast amerikai fizikus
3 Edward Williams MORLEY (1838-1923) amerikai kémikus, fizikus
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nyugalomban volt, de a kisérletet az ¢év kiilonb6zd idépontjaiban (azaz a Fold
kiilonb6z6 haladasi irdnyai esetén) megismételve ugyanezt az eredményt kaptak.

Ez az eredmény azt a — klasszikus fizika alapjan elképzelhetetlen — kovetkeztetést
sugallta, hogy a fény barmely inerciarendszerben minden irdnyban ugyanolyan c
sebességgel terjed. Ha ez igy van, akkor viszont a fény terjedésére nem alkalmazhato a
Galilei-transzforméacio, ami komoly problémakat sejtet az elektromagnességtan
torvényeit illetden. A fény ugyanis elektromagneses hullam, amelynek terjedését a
Maxwell-egyenletek irjak le. Ha terjedésére nem alkalmazhato a Galilei-
transzformécio, akkor varhatd, hogy ez a transzformdciéo az elektromagnességtan
torvényeit sem viszi at valtozatlan alakban egyik inerciarendszerbdl a masikba. A
helyzet valoban ez, vagyis az elektromagnességtanban a Galilei-transzformdcio nincs
osszhangban a relativitas elvével.

A Lorentz'-transzformdcio
A Maxwell-egyenletek matematikai elemzésével természetesen megtalalhatdo az a
transzformacio, amely valtozatlan alakban viszi at azokat egyik rendszerbdl a masikba
a ¢ = c' tény figyelembevételével. Ezt a transzformaciot Lorentz taldlta meg, és ma
Lorentz-transzformacio néven ismerjiik.

A Lorentz altal megtalalt transzformacios képleteket itt az egyszeriiség kedvéért a két
koordinatarendszer specialis valasztasa

esetén adjuk meg (dbra). A specialis y wt y'
valasztas azt jelenti, hogy a két rendszer x

tengelye kozds, ¢és a K' rendszer a K hoz i P

J4 r P
kepes’t w sebessegge,l mozog az x tenfgel¥ y Xo Xy x
mentén annak pozitiv irdnyaban, tovabba " ST W
az 1d6t mindkét rendszerben attol a % Zp JKTH o TRTTP

pillanattol mérik, amikor a két origé (O és z z
0") azonos helyen volt (ekkor 1=t'=0).
Eldszor emlékeztetdiil irjuk fel erre az esetre a Galilei-transzforméaciot:
x'=x - wt y =y z'=z "=t
Az elektromagnességtan egyenleteit valtozatlanul hagyo — matematikai uton megtalalt
—Lorentz-transzforméacid képletei ezzel szemben

w
t——x

' X —wt ' ' ' CZ
X = 5 y =y zZ =z t = 5
w w
I-— 1-—

c c

A relativitas elvének teljesitése tehat megkoveteli, hogy az idot is transzformaljuk,
masrészt a térkoordinatdk kozotti Osszefiiggés a Galilei-transzformécio megfeleld
Osszefiiggésétol egy a w relativ sebességtdl fiiggd

1

K =
W2
==
C

faktorban kiilonbozik.
Konnyen belathatd (pl. a lendiilet-megmaradasi térvényre vald alkalmazas kapcsan),
hogy a Lorentz-transzformacié a mechanika térvényeit nem viszi at valtozatlanul

" Hendrik Antoon LORENTZ (1853-1928) Nobel-dijas (1902) holland elméleti fizikus
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egyik inerciarendszerbdl a masikba: vagyis ez a transzformacié a mechanikaban nincs
Osszhangban a relativitas elvével.

Az eldézdekben vazolt helyzetet az alabbi tablazattal szemléltethetjiik, ahol a fizika két
nagy teriiletén a két transzformacionak a relativitas elvéhez vald viszonyat tiintettiik
fel (a "+" jel azt jelenti, hogy a transzformaci6 alkalmazasa soran a relativitas elve
teljesiil-, a "-" jel pedig azt, hogy nem teljesiil).

GALILEI- LORENTZ-
transzformacio transzformacio
MECHANIKA + -
ELEKTROMAGNESSEGTAN - +

Ezek utan elvileg az alabbi lehetdségek kozott valaszthatunk:

a) Beletorddiink abba, hogy a kiilonb6z6 jellegh fizikai folyamatokban (mechanikai,

elektromagneses)  ugyanazok a  fizikai  mennyiségek  kiilonbozdképpen

transzformalodnak két rendszer kozott, ami Iényegében azt jelenti, hogy altalanos

formajaban feladjuk a relativitas elvét.

b) Fenntartjuk a relativitds elvét, és elfogadjuk a jozan észnek" megfeleld Galilei-

transzforméciot, de ekkor hibasnak kell mindsiteniink a Maxwell-egyenleteket. Az

elektromagnességtan torvényeit tehat ugy kell atalakitanunk, hogy azokat a Galilei-

transzformacio valtozatlanul hagyja.

c) Fenntartjuk a relativitas elvét, és elfogadjuk a Lorentz-transzformaciot, de ekkor a

mechanika torvényeit kell elvetniink, ¢és ugy atalakitanunk, hogy a Lorentz-

transzforméacio valtozatlanul hagyja azokat.

Miutan nincs olyan tapasztalat, amely arra utalna, hogy a relativitds elve ne lenne

érvényes, az a) lehetdséget elvethetjiik. A b) lehetdséget azért nem valaszthatjuk, mert

ismeriink olyan jelenséget (fény terjedése), amelyre a Galilei-transzforméacié nem

érvényes. Igy marad a c) lehetdség.

A szazad els6é éveiben ehhez a kovetkeztetéshez tobben is eljutottak (Lorentz,

Poincaré', Einstein’), de Einstein volt az aki altalanos fizikai elmélet formajaba

ontdtte a ¢) pontban megfogalmazott kovetelményeket. O vette észre, hogy a

tapasztalati tényekkel egyez6 elmélet két alapveto fizikai elvbol levezethetd:

¢ A fizikai folyamatokat leir6 torvények minden inerciarendszerben azonos
matematikai alakban érvényesek. Mas szoval, minden fizikai folyamatra érvényes
a relativitas elve.

¢ A vidkuumban terjedd fény sebessége minden inerciarendszerben azonos,
univerzalis fizikai allando.

Ebb6l a két alapelvbdl levezethetd a Lorentz-transzformécio, és segitségiikkel

elvégezhetd a mechanika torvényeinek sziikséges atalakitasa. Az igy 1étrejott, a fenti

két elvvel 6sszhangban allo fizikai elmélet a specidlis relativitaselmélet. Nevében a

"specidlis" jelzd arra utal, hogy csak specidlisan valasztott koordinatarendszerekben,

nevezetesen inerciarendszerekben érvényes.

A Lorentz-transzformacié fontos tulajdonsaga, hogy a fénysebességhez képest kis w

relativ sebességeknél a Galilei-transzformacioba megy at, vagyis nem tul nagy

sebességeknél tovabbra is érvényesek a klasszikus mechanika torvényei.

! Jules Henri POINCARE (1854-1912) francia matematikus, elméleti fizikus.
% Albert EINSTEIN (1879-1955) Nobel-dijas (1921) német szarmazasu, 1933-ban Amerikaba emigralt fizikus
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A fenti két alapelv elfogaddsa egyben azt is jelenti, hogy az "étert" nem tekinthetjiik
fényhordozé kozegnek, hiszen a fénysebesség a mozgasallapottol fliggetlen, és nem
tekinthetjiik valamiféle kitlintetett vonatkoztatasi rendszernek sem, mivel a relativitas
elve érvényes. Ezzel viszont elveszitette értelmét az éter 1étének feltételezése is.

Mozgasleiras egymashoz képest gyorsulé rendszerekbdl, a tehetetlenségi erok

Egymashoz képest nem tul nagy sebességgel mozgd inerciarendszerekben a Newton
torvények valtozatlan alakban hasznalhatok. Mi a helyzet egy inerciarendszerhez képest
gyorsulo rendszerben?

Transzformdcios oOsszefiiggések egymdshoz képest gyorsuld, transzldacios mozgdst végzo
rendszerekben

A legegyszertiibb eset az alland6 gyorsulasu transzlacios (haladd) mozgas.

Vegyiik fel a K inerciarendszerben (pl. a terem) a K; ;K
koordinatatengelyeket ugy, hogy a hozza képest
transzlacidés mozgast végzé K' rendszer (pl. egy kocsi)
a K rendszer x-tengelye mentén mozogjon, a K’
rendszerbeli x'-tengely pedig essen az x-tengelyre
(dbra). A K'rendszer a kozos x,x'-tengely mentén a,

allando gyorsulassal mozog a K-hoz képest.
Az altalanos Galilei-transzformacio szerint (most a w
relativ sebesség nem allando!):

X(t)=x"(t)+xx(t)
V()= w(t)+v,/(1)
a.(t)=ay+a/(t).
Eszerint egy tomegpont gyorsulasa a K’ rendszerben
a'=a,—a,

vagyis a K’ nem inerciarendszer, hiszen a K-ban nem gyorsuloé tdmegpont (a, =0) a
K’-ben gyorsul (a', = —a, #0).
A fenti egyenletbdl m-mel vald szorzéassal kapjuk, hogy
ma,'=ma, —ma, = F,—ma,,
ahol F, =ma, a K rendszerben a tomegpontra hat6 erd. Latszik, hogy K’-ben Newton
II. torvénye nem érvényes ( F, = Oesetén a', =—a, # 0).
Hasznélhatova valik a térvény, ha feltételezziik, hogy a K’-ben a tomegpontra
F.'=F,.—ma,

erd hat, vagyis a K-ban miikodo erdt ki kell egésziteni egy

F, =-ma,
un. tehetetlenségi erovel. Ezzel az

F.'=ma,’
egyenletet kapjuk, amibdl az F, = 0 esetben a tényleges a', = —a, gyorsulast kapjuk.

Ha a koordinatarendszerek nem a targyalt specidlis relativ mozgast végzik, akkor a
fenti gondolatmenet mindegyik koordinatara alkalmazhato, és a, relativ gyorsulas és F
erd esetén, a kapott eredmények vektori formaban érvényesek:
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a'=a-a,
Ft = _mao.

Tehetetlenségi erdk forgo rendszerben

Egy inerciarendszerhez képest egyenletesen forgd rendszerben szintén be kell
vezetniink tehetetlenségi erdket, hiszen az inerciarendszerben nyugvo tomegpont a
forgo6 rendszerbdl nézve kdrpalyan mozog, tehat akkor
is gyorsul, ha nem hat r4 erd.

Ezt a tehetetlenségi erdt legegyszeriibben ugy
kaphatjuk meg, ha egy olyan tomegpontot vizsgalunk,
amely a forg6 testhez rogzitett koordindtarendszerben N,
nyugszik (dbra). Ennek a tdmegpontnak az

inerciarendszerbdl nézve a=a, = mrao’u,

(O]

gyorsuldsa van, tehat
F=ma, = mrao’u,

erd hat ra. Mivel a forgd rendszerben nyugszik, itt egy ezzel ellentétes, ugyanilyen

nagysagu

F

_ _ 2
, =—ma,, =—mro-uy

tehetetlenségi erdt kell feltételezniink. A kisérletek azt mutatjadk, hogy forgd
rendszerekben ilyen tehetetlenségi erd valoban fellép, és centrifugalis erének nevezik.

KISERLETEK:

¢ Rugora fiiggesztett, vizszintes sikban kdrbeforgatott golyd a tengelyt jol mérhetd
erével hiizza (rugds eréméro).

¢ Rugalmas lemezekbdl készitett gomb alaki test forgataskor a tengelyre
merdlegesen kidomborodik (a tengely mentén Osszelapul), Un. geoid alakot vesz
fel (ilyen a forg6 Fold alakja is).

¢ Vizszintes radra mozgathatoan felszerelt, cérnaval 0sszekotott golyokat a radra
merdleges tengely koril @ szogsebességgel megforgatva, a golyok akkor
maradnak egyenstlyban, ha a tengelytél mért tavolsagaik (r;, ;) és a tomegeik
(my, my) kozott fennéll az m,r,w” = m,ro’° osszefiiggés.

¢ Vizszintes tengely koriil megforgatott kerékparlanc merev kerékként gurul, vagy
megforgatott kor alaka papirlap olyan merev lesz, hogy vagni lehet vele.

A tapasztalat szerint forg6 rendszerben nem csak a centrifugdlis erd 1ép fel.

KISERLETEK:

¢ Flggdleges tengely koriil forgathatd, vizszintes
kormozott lapra a tengelytél néhany centiméterre egy
golyot rogzitiink, amit egy szerkezettel forgds kodzben
szabadda tesziink. A golyé a lapon nem sugarirdnyban
kifelé mozog, hanem az &bra szerinti gérbe mentén, amit
a koromrétegbe be is rajzol. Itt oldaliranyu erének is fel
kell Iépni.

¢ A forg6 Foldhoz rogzitett hossza inga lengési sikja lassan
elfordul, ami ugyanennek a hatdsnak tulajdonithato.
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Transzformdcios osszefiiggések egymdshoz képest forgo rendszerekben

A forgé rendszerben fellépd tehetetlenségi erdk meghatarozasahoz meg kell keresni a
megfeleld transzformacios képleteket. Ehhez eldzetesen néhany 1) fogalmat kell
bevezetniink.

A szogelfordulads- és szogsebesség-vektor

Eldszor a kormozgést végzd tomegpont mozgéasanak jellemzésére bevezetjiik a pont
helyvektoranak egy elemi dt ido alatt bekovetkezd elfordulasat jellemz6 elemi
szogelfordulas-vektort (az abran d¢), amelynek nagysidga a d¢ szogelfordulassal

. . dr
egyenld vagyis dp =—.
r
A d@ vektor iranyat ugy definidljuk, hogy az

merbleges a korpalya sikjara (tehat de@ Lr és dr

dp Ldr), és a az é&bran lathatd irdnyba mutat
(,,jobbkéz-szabaly™).
A fenti definici6 alapjan lathato, hogy
dr=d@xr,
hiszen dr parhuzamos a d@ xr vektorral, nagysaga pedig éppen dr =rdg.

A tomegpont palya menti sebességét az elmozduldsnak az iddétartammal valod
osztasaval kapjuk:

dt dt
A korabban skalarként bevezetett szogsebességet
altalanositva, definialjuk a szogsebesség-vektort az
w=®
dt
Osszefiiggéssel. Az igy kapott w szdgsebesség-vektor |,
parhuzamos a szogelfordulas-vektorral, tehat szintén
merdleges a korpalya sikjara, irdnya az dbran lathato.
A szdgsebesség-vektor segitségével a tomegpont palya menti sebességét a
V=wxr
Osszefiiggés adja meg. Ez a vektor valoban a korpalya érint6jének iranyaba mutat,
nagysaga pedig valoban a kormozgésnal korabban kapott v = ar értékkel egyenld.
Hasonlé meggondolassal kapjuk, hogy a centripetalis gyorsulas
a, =Wx(Wxr)=wxVv.

v—dr—d—(pxr.

Ez a vektor valoban a kor kozéppontja felé mutat, és nagysaga is azonos a
kormozgasnal a centripetalis gyorsulasra kapott értékkel

_ _ 2
ay =ov=ro.

Vektor megvaltozasa inerciarendszerbol és forgo rendszerbdl nézve.

Ahhoz, hogy a transzformacios Osszefiiggéseket megkapjuk, meg kell taldlnunk az
altalanos Osszefiiggést egy vektornak egy K inerciarendszerbdl €és egy hozzéd képest
forgd K’ rendszerbdl észlelt megvaltozasa kozott.
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A részletes szamolas eredménye az, hogy egy b vektornak a K rendszerben észlelt
megvaltozasa és az o szogsebességgel forgd K’ rendszerben tapasztalt megvaltozasa

kozott a
(db} (dbj
— | =|—]| +wxb
dt )i \dt )

Osszefliggés all fenn. Vagyis tetszéleges b vektor valtozasi sebessége a K rendszerbdl
nézve ugy kaphaté meg, hogy a K’ rendszerb6dl mért valtozédsi sebességéhez
hozzaadjuk a forgasbol szarmazo valtozasi sebességet, amit az w xb vektor ad meg.

sk sk sfe sk sk sk sk sfeoske skeoskoske sk skoskok sk sk sk ske sk ske sk skeosk ok skeoske skoskok sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoske ok sk skoskok sk
A fenti 6sszefliggés levezetése altalanos esetben kissé hosszadalmas, ezért itt egy egyszeriisitett esetet
mutatunk be, amikor a vizsgalt b vektor / kezdépontja a K’ rendszer O origdjaban van (4bra). A
szamitast ennek a b vektornak egy rovid Af id6 alatt bekovetkezd b(1)—>b(t+ At)

megvaltozasara végezziik el. A valtozas soran a vektor 2 végpontja a 2~ helyzetbe keriil, tehat a vektor
térbeli helyzete és hossza is modosulhat, de egyszerisitd feltevésiink miatt a vektor / végpontja helyben
marad.

A At id§ alatt a K’ rendszer A szoggel elfordul,

amit a AQ szogelfordulas-vektorral adhatunk (DW
meg. -
A K rendszerbeli megfigyeld szerint a b vektor 2
végpontjanak elmozdulasat — ami esetiinkben a Ap
vektor megvaltozasaval egyenld — az abran

berajzolt Ab x vektor adja meg.

A forgd K’ rendszerbeli  megfigyeld

szempontjabol a 2 pont, amelyhez a b vektor

megvaltozasat viszonyitani tudja, a forgas ')
kovetkeztében a 2* helyre keriilt (ez a pont a K’

rendszerhez van rdgzitve). Emiatt a forgd

rendszerbeli megfigyeld a b vektor végpontjainak elmozdulasat a AbB . vektorral adja meg. A K’
rendszer 2 pontjanak a rendszer forgasa miatt bekdvetkezd 2=>2* elmozdulésit az dbran a Ab,

vektor mutatja.

Az é4bra alapjan a b vektor 2 végpontjanak 2=>2’ elmozdulasa — vagyis esetiinkben a b vektor
megvaltozasa — a K rendszerbdl nézve kifejezhet6 a vektor K’ rendszerbeli megvaltozasaval és egy a
rendszer forgdsdbol szarmazo jarulékkal:

Ab, =4b,. +4b, ..
Most mar csak a forgasbol adodo vektort kell kifejezni a forgast jellemz6 szogsebességgel.
Ha a Af id6tartam kicsi, akkor ennek a vektornak a nagysagéra az abra alapjan felirhatjuk, hogy

Ab,, = rAp.

A At idétartamot egyre roviditve, és differencialisan kicsi mennyiségekre attérve az dsszefliggést a
4b,,, = rdg

alakba irhatjuk, masrészt azt is megallapithatjuk, hogy a Abm vektor a Af idStartam roviditésével az

t
abran a forgastengelyre merdleges sikban berajzolt segédkor érintdjébe megy at. Ennek alapjan ezt a
vektort differencialis valtozas esetén az alabbi modon irhatjuk fel:

db,, =de@xr.

Ezt az Osszefiiggést felhasznalva, a b vektor megvaltozasara felirt kifejezés differencialis alakban a
kovetkezdképpen alakul

db, =db, +dpxb.

A vektor megvaltozasanak sebességére ebbdl — a df idétartammal vald osztds utan — azt kapjuk, hogy
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2)42). (2
dt ) \dt ), \dr

Itt a vektorok megvaltozasanak sebességénél a zarojel mellett feltiintetett index mutatja, hogy a
valtozast melyik rendszerbdl vizsgaljuk.

d
Ha figyelembe vessziik, hogy 7(p = W a szogsebesség-vektor, akkor végiil azt kapjuk, hogy
t

(dbj (dbj
— | =|—| +wxb.
dt K dt I3

A specialis eset kicsit hosszadalmasabb szamolassal altalanosithatd, ha — a fenti meggondolasok
alkalmazisaval — a b vektor / végpontjanak elmozdulasat is figyelembe vessziik. Az 4ltalanos szamitas

ugyanezt az eredményt adja, tehat a fenti osszefiiggés tetszéleges b vektorra érvényes.
sk sk sfe sk sk sk sk sfeosk skeoskoske sk skoskok sk sk sk sk sk sfeosie skeosk sk skeoske skoskok sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoskeoske sk skoskok sk

A transzformacios osszefiiggések
A részletes szamolas eredményeként kapott

(dbj (dbj
— | =|—]| +wxb
dt ) \dt)y

Osszefiiggést felhasznalva most megkeressiik egy K inerciarendszer €s a hozza képest
forgd K’ rendszer mennyiségei kozotti dsszefiiggéseket.
A szamolas soran specialis esetet vizsgalunk: a két koordindtarendszer origodja
mindvégig egybeesik, vagyis transzlaciot nem tételeziink fel
(abra). Ebbdl kovetkezik, hogy a P pont helyvektorara
fennall, hogy

r=r

(drj (dr’j
v=|—| =|=—| .
di ) \dt )y

Alkalmazzuk a tetszleges vektor valtozasara kapott
kifejezést az r' vektorra (ez az altalanos Osszefliggésben a
b = r’ helyettesitést jelenti):

(dr'j (dr’] . ,
— = +WXr=v+wxr
dt ‘K dt X'

Itt felhasznaltuk azt, hogy az r’ vektor valtozasi sebessége a K’ rendszerbdl nézve

. (dr’j
v=|—| .
dt )

Mivel specialis esetiinkben a tomegpont K rendszerbeli v sebességére fennéll, hogy

V= [ﬂj =(a’_r) , a K- és K’ rendszerbeli sebességek kozotti Osszefiiggésre azt
dt ) dt )ix

kapjuk, hogy
V=V4wxr.
A K rendszerbeli gyorsulast a sebesség differencialasaval kapjuk meg:

(3,
dt ) \dt )y dt )y

Ismét felhasznalva a vektor valtozasara kapott altalanos kifejezést, azt kapjuk, hogy
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[a’v'j , [dwj , (dr'j
a= +FWXV+ — XTI'+W X 5
dt ) g dt )i dt ) g

. , [ dw , dr’ ,
a=a+twWxv+4 — X+ X +WXr|.
K K

illetve

dt

A kifejezést tovabb alakitva azt kapjuk, hogy
! ! dw ! ! ! ! ! ! dw !
a=a+wxV+H — | xr+wx[V+wxr]=a+2wx v+wx(wxr' )+ —| xr'.
dt
IS IS
Ha a forg6 rendszer szdgsebessége allando, akkor az utolsé, un. Euler'-féle gyorsulas
nulla, és az
a=a+2wxVv+wx(wxr)
Osszefiiggést kapjuk. Az utols6 tag nem mas, mint a kordbban felirt centripetalis
gyorsulas, a masodik tag neve pedig Coriolis’-gyorsulds:
a,=wx(wxr')

_ ’
a.=2wxV.

Tehetetlenségi erdk forgo rendszerben, a centrifugdlis- és a Coriolis-erd
Lattuk, hogy egy tomegpont gyorsuldsa egy K inerciarendszerben (@) és egy hozza
képest allanddé ® szogsebességgel forgd K' rendszerben (@') mas. A két mennyiség
kozotti 6sszefliggést atrendezve azt kapjuk, hogy

a'=a-2(wxv')-wx(wxr).
Ennek megfeleléen, ha a K' rendszerben a Newton-féle mozgésegyenletet hasznalni
akarjuk, akkor az

ma' = ma—m2(w xv')—mw x(Wxr)=F-m2(wxV')—mwx(wxr')

Osszefiiggés alapjan a forgd K' rendszerben be kell vezetniink az

F = —2m(w X V’)— mw x (w X r')
tehetetlenségi erdt. Ennek elso tagja az

F.=-2m(wxV’)

Coriolis-eré, amely merdleges a mozg6d tomegpont K' rendszerbeli sebességére,
masodik tagja pedig az
F,=-mwx (wxr')

C

centrifugalis erd, amely sugariranyban kifelé¢ mutat.

A centrifugalis er6t a hétkdznapi tapasztalatbol is ismerjiik (kanyarodd jarmi), de

hatasat szdmos egyszerl kisérlet és tudomanyos tapasztalat is mutatja. Néhany ilyen

kisérlet és értelmezése a forgo rendszerben a kdvetkezo:

¢ Rugora fiiggesztett, vizszintes sikban korbeforgatott golyd altal megnyujtott rugd a
centrifugalis er6t mutatja.

¢ A korbeforgatott hajlékony abroncs geoid alakjat a forgd rendszerben ugy
értelmezhetjiik, hogy a centrifugéalis eré a tengelytdl kifelé viszi az abroncs
részecskéit, egészen addig, amig a deformacidval novekvd rugalmas erdk
egyensulyt nem tartanak vele.

! Leonhard EULER (1707-1783) svajci matematikus, fizikus
? Gustave CORIOLIS (1792-1843) francia gépészmérnok, matematikus
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¢

¢

A Foldrdl nézve a centrifugalis eré az oka annak, hogy a Fold nem gémb alaku,
hanem a sarkokon kiss¢ belapult, n. geoid.

A Foldon mért g "nehézségi" gyorsulds a gravitacios- €s a centrifugalis erd
egylittes fellépésének eredménye. Mivel azonos szogsebességnél a keriileti
sebesség a sugar fiiggvénye, a centrifugalis er6 a
forgastengelyt6l mért téwolségt(')l vagyis az abrdn a w
sz0gtol fugg: F,, = = mro’ = mRw’ cosy (R a Fold sugara).

Emiatt valtozik a Foldon mért g "nehézségi" gyorsulds, ha

¢szak-déli iranyban haladunk: g = G =g, Y , ahol
m sin(8 + )
F
85 = —= :
m

A centrifugdlis erd fellépésével magyardzhat6 a centrifuga miikodése is (ha benne
iiliink). A centrifugdba tett részecskékre fellép a centrifugalis erd, amely nagy
fordulatszamnal a nehézségi erdnél sokkal nagyobb. Mivel ez — a nehézségi er6hoz
hasonldéan — a tomeggel aranyos erd, hatdsa a forgastengelyre merdleges iranyban
ugyanaz, mint a nehézségi eréé fiiggdlegesen. Ezért a nagyobb siirliségli anyagok a
tengelytdl tavolabb, a kisebb siirtiségliek a tengelyhez kozelebb gytilnek 6ssze.

A fenti Osszefiiggések segitségével a Coriolis-erére vonatkozd kisérleteink ¢és
tapasztalataink a forgo6 rendszerbdl szintén értelmezhetok.

¢

A figgodleges tengely koriil forgathatd, vizszintes kormozott lapon sugériranyban
elindulé golyd mozgasiranyanak megvaltozasat a sebességre merdleges Coriolis-
er6 okozza.

Az inga lengési sikjanak elforduldsa a
Foldon szintén az ingasuly sebességére
merdleges  Coriolis-erével  értelmezhetd.
Kiilonbozd kezdeti feltételek mellett az inga |
mozgasa eltéré (dbra), de a lengési sik
minden esetben elfordul.

Ugyanez az oka, hogy a Foldon kil6tt
lovedék eredeti irdnyatol eltér (pl. Dél-
Eszak iranyi mozgasnal az északi féltekén jobbra, a
délin balra; /. az abrat).

Hasonloan értelmezhetd, hogy a Fold felé¢ szabadon
esO test az eredeti mozgasiranyatol keletre tér el. Az
eltériilés nem nagy: 100 m-rdl eso test esetén kb. 7,5
cm.

Ugyancsak a Coriolis-eré okozza, hogy a Fo6ldon ‘

Kelet-Nyugat irdnyban mozgé testekre lefelé hato i F. kifele
erd 1ép fel (sulyuk megnd), Nyugat—Kelet iranyban mozgé testekre felfelé hat6 erd
1ép fel (stlyuk lecsokken). Ez az Edtvos-effektus. A

latszolagos tomegvaltozds nagysagrendje: [ m/s ) / /
sebességll, 70 kg-os testnél kb. 7 g. \

A Coriolis-erének szerepe van a légkori jelenségek

alakulasaban is. Egy alacsonyabb nyomasu helyre ' {\\

minden oldalr6l bedramld 1égtomegek eredetileg /7(

sugariranyban a hely felé mozognak, de a Coriolis-erd
eltériti Oket, igy 6rvénylé mozgas jon 1étre (abra).
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Az Eéotvos-kisérlet

A tehetetlen- és sulyos tomeg azonossaganak kérdése igen fontos elvi probléma. Az
elsé igazan pontos vizsgalatot ezzel kapcsolatban E6tvos Lorand' végezte el. Az
Eotvos-féle kisérlet azon alapult, hogy a Foldon a testekre hatd nehézségi erd (G) két
olyan erd ereddje, amelyek koziil az egyik a test sulyos tomegével- (tdomegvonzas: F,),
a masik pedig a test tehetetlen tomegével (centrifugalis erd: F.y) aranyos:

Fg =mg8,

Fcf = mtra)2
(itt g az m, sulyos tomeggel aranyos, tdmegvonzasbol szarmazd erd aranyossagi
tényezdje, w a Fold forgdsanak szdgsebessége, r pedig a vizsgalt — korpalyan mozgd —
pont palyajanak sugara).
A Fold adott helyén, amelyet az abran lathato y szoggel jellemezhetiink, a

centrifugalis erd ¢és a tomegvonzasbol szarmazoé erd hanyadosa
az alabbi dsszefiiggéssel adhatd meg:

sind_ Fy  mro’
sin(5 +y) F,  mgg, '

Ebbdl kovetkezik, hogy adott foldrajzi helyen a G eredd erd
iranyat meghatarozé o szog fligg a tehetetlen- €s sulyos tomeg
hanyadosatol.

Eotvos készitett egy igen érzékeny torzios mérleget, amelynek radjat Kelet-Nyugati
iranyba allitotta (abra). A rud egyik végére platina sulyt, a
masikra a lehetd legpontosabban azonos tomegli, mas
anyagu testet rogzitett.

Ha a két testre a sulyos és tehetetlen tomeg hanyadosa
nem azonos, akkor a két testre hatd eredd erd (G, és G,)
iranya eltérd, ezért ezeknek az erdknek a vizszintes
komponense is kiilonb6zd lesz. Emiatt a torzids mérlegre
egy forgatonyomaték 1ép fel, ami azt addig forgatja el,
amig a szalban ébredd — a szdgelforduldssal aranyos —
ellenkezé iranyt rugalmas forgatonyomaték ki nem
kompenzalja. Ha az elforduldst megmérjiik, akkor ki
tudjuk szamitani a forgatonyomatékot, abbol pedig meghatdrozhatjuk a stlyos és
tehetetlen tomeg hanyadosanak eltérését a két test esetén. A mérésnél természetesen a
kiinduld egyensulyi helyzetben nem ismerjiikk az elfordulds szogét, hiszen csak az
egyensulyt tudjuk megéllapitani. Ezért az egyensuly beallta utdn az eszkozt fliggdleges
tengely koriil 180°-kal el kell forditani, és ekkor az inga rudja a fellépd ellenkezd
iranyu forgatonyomaték miatt az eszkdzhoz képest elfordul. Ezt az elfordulast mar
¢szlelni tudjuk.

Eotvos ezzel a modszerrel kiilonbdzd anyagu testeket hasonlitott 0ssze az etalonként
hasznalt platina stllyal, az eszkoz elforditasakor azonban egyetlen testnél sem észlelte
az inga rudjanak elfordulasat. Vagyis azt az eredményt kapta, hogy — a mérési hiba
hatarain beliil — a kiilonb6z6 testeknél a stilyos- és tehetetlen tomeg hanyadosa azonos.
A kisérleti eszkoz egyre tokéletesebb valtozataval végrehajtott mérései alapjan E6tvos

végiil (1908-ban) azt allapitotta meg, hogy az M hanyadosok egymastol illetve az
m

N

"EOTVOS Lorand (1848-1919) magyar fizikus
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egységtél vald eltérése legfeliebb 5-707 lehet (tobb, mint fél évszazaddal késSbb
korszeriibb eszkozokkel, kissé eltérd modszerrel a mérés pontossagat Dicke'
megjavitotta, és megallapitotta, hogy az eltérés maximalis értéke kb. 07" lehet).

A sulyos- ¢és tehetetlen tomeg azonossaga az altalanos relativitaselmélet egyik
alapvetd feltételezése.

" Robert Henry DICKE (1916-1997) amerikai fizikus
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Munka és energia

A mozgasegyenlet megoldasahoz a tomegpontra hato erd id6fiiggésének ismerete sziikséges,
ami igen komoly nehézségeket okoz. Az erdhatasokat megadd erétérvények ugyanis altalaban
az eré helyfliggését adjak meg, igy az erd idofliggésének megadasahoz ismerni kellene a
helyvektor idofiiggését, vagyis tudni kellene a mozgasegyenlet megoldasat.

A probléma megoldasat az teszi lehetdvé, hogy az eréd helyfliggésének ismeretében
bevezethetd egy olyan mennyiség, amelyre (bizonyos feltételek mellett) megmaradasi torvény
érvényes. Ehhez a mennyiséghez a munka bevezetésével juthatunk el.

A munka fogalma

Egy tomegpontra hato F erd akkor végez munkat, ha az er6 mikodése kozben (de nem
feltétleniil annak kizarolagos hatasara) a tomegpont elmozdul. A végzett elemi munkéat (AW)
egy elemi Ar elmozdulas soran az erd és az elmozdulas skalaris szorzataként definidljuk
(baloldali &bra):
AW =FAr.

Lathatd, hogy mechanikai definicidja szerint a munka eldjeles mennyiség, tovabba
mechanikai értelemben egy erd nem végez munkat, ha nincs elmozdulas, vagy ha az
elmozduléas merdleges az erdre.

F,=Fcosa

Véges AB elmozdulasndl az elmozdulds sordn véltozhat az erd nagysdga €s irdnya is, ezért az
elmozdulast elemi szakaszokra kell bontani (jobboldali abra), és a munkat kozelitleg az
elemi munkék 0sszege adja meg. A munka pontos értékét gy kapjuk meg, hogy a felosztast
finomitva, megkeressiik az 6sszeg hatarértékét:

B
Wy = lim Z F.Ar, = £ Fdr .
Ennek a hatarértéknek a jelolésére szolgal a fenti integral, amelyet az er6 4B gorbére
vonatkoz6 vonalintegraljanak neveznek.
Allandé er és egyenes palyan torténé s nagysagu elmozdulas (Git) esetén ebbdl megkapjuk az
egyszerlibb, kdzismert

W =Fscosa
alakot, ahol « az erd- és elmozdulasvektor altal bezart szog.

Munkatétel, mozgasi energia

Ha egy tomegpontra eré hat, akkor ennek eredményeként a tomeg gyorsulni fog, és az erd
kézben munkat végez. A munka fogalméanak hasznossaga akkor deriil ki, ha megnézziik,
milyen 6sszefliggés van az er6 munkéja és a test sebessége kozott?
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Szamitsuk ki, hogy mekkora munkat végez egy tomegponton a ra haté erék F. ereddje, ha a
tomegpont az / helyzetbdl egy 2 helyzetbe megy at. A mozgésegyenletet és a skalaris szorzat
koordinatas alakjat felhasznalva azt kapjuk, hogy

‘ T av ¢ i 1

w :IFedr = jm—vdt:mjvdv =—mv; —=mv;,
f dt 2 2
] Vi

vagyis az eredé er0 munkéja az Emv mennyiség megvaltozasaval egyenld. Az 0sszefliggés

forditva is érvényes: a felgyorsitott test (idealis esetben) ugyanakkora munkat tud elvégezni a
leféekezddése aran, mint amekkora munkéval felgyorsitottuk. Mdas szoval a befektetett munka
visszanyerhetd, a test a munka révén jol meghatarozott munkavégzo képességre tett szert.

m

Az E :Emv2 mennyiséggel egyértelmiien meghatarozott munkavégzd képességet a

tomegpont mozgdsi energidjanak nevezik. Ezzel a definicidval élve tehat azt mondhatjuk,
hogy a tomegpontra hato eredd er6 munkéja a tomeg mozgasi energiajanak megvaltozasaval
egyenlo:

w, :fFedr =AE,,.
1

Ezt a torvényt gyakran munkatételnek nevezik.

Konzervativ erotér, helyzeti energia

Egy tomegpontnak munkavégzd képessége nem csak a mozgasa kovetkeztében lehet, hanem
egy kiilso erdtér jelenléte miatt is.

Kozismert példaul, hogy a nehézségi erdtér hatdsdra egy tomeg felgyorsulhat, és ennek
kovetkeztében munkat tud végezni. Ezt a munkavégzo-képességet a jelenlévd kiilsé erdtér
altal a tomegen végzett munka teszi lehetdvé, munkavégzd képességrél azonban csak akkor
beszélhetiink, ha az egyértelmiien megadhato.

Ha egy tomeget a nehézségi erétérben az O pontbdl (dbra) allando sebességgel fiiggdlegesen
felemellink a # magassagban 1év6 P pontba, akkor F=F,=mg nagysagu, felfel¢ mutatd erodt
kell kifejteniink, és ekdzben

0 h z z
wer :Idez =J. mgdz = mgh =) p
0 0
munkat végziink a nehézségi erd ellenében. Ugyanakkor a lefelé _ dz}
mutatd nehézségi erd (z-komponense G,=-F.=-mg) az emelés kozben F
W =W = -mgh oz} 1
munkat végez. o) o)

A tomeget a P pontban elengedve, a nehézségi erd az eredetileg
altalunk végzett munkdval azonos nagysagu munkat végez a testnek az O pontba vald
visszatérése kdzben, és — a veszteségektdl eltekintve — a tomeg

PO _ 0P eop 1
Wneh =W - _Wneh - Emv

mozgasi energiara tesz szert. Eszerint a nehézségi erdtérben a kiszemelt O vonatkoztatési
ponthoz viszonyitva & magassagra emelt tomegnek meghatarozott munkavégzd képessége,
energidaja van az erOtér jelenléte miatt. A példabdl az is kidertiil, hogy ez az energia az utolso
egyenletben szerepld barmelyik munkaval megadhato, az egyértelmiiség kdvetelménye miatt
azonban jobb az erdtér daltal végzett munkat hasznalni (a tdmeget az erdtérrel szemben
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elmozditd erd lehet nagyobb is, mint az erétér altal kifejtett erd, igy a folyamat soran a tomeg
mozgasi energiara is szert tehet).

Egy testnek ilyen munkavégzd képessége természetesen mds erdtér esetén is lehet. Az
egyediili kovetelmény az, hogy adott pontban 1évd testhez egyértelmiien hozzarendelhetd
legyen az er6tér altal végzett munka. Ez a fenti példa alapjan azt jelenti, hogy a vonatkoztatasi
pont és a tomegpont helye kozotti elmozduldsnal az erétér munkdja nem fligghet az ttdl (ez
nem minden erd esetén teljesiil: pl. surlodasi erd). Az ilyen erdket (erétereket), amelyeknél a
munkavégzés csak az elmozdulds kezdd és végpontjatol fiigg, és igy fliggetlen az 1ttdl,
konzervativ erdknek (erdtereknek) nevezziikk. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy — mint
latni fogjuk — ilyen erdtérben mozgd tomeg teljes mechanikai energidja megmarad,
"konzervalodik".

Konzervativ erétérben (F;) tehat altalanosan bevezethetjik egy pontszerli testnek egy O
vonatkoztatasi ponthoz viszonyitott energidjat tetszéleges P pontban az alabbi modon:

p
EQ(P)=-W =—[F.dr.
o

Ez az energia a testnek a vonatkoztatasi ponthoz viszonyitott helyzetétdl fliigg, ezért helyzeti
(vagy potencialis) energianak (E;) nevezik.

A konzervativ er6 munkdja csak a kezdo6- és végponttol fligg. Ez a definicio lehetdséget ad a
konzervativ erdtér egy masik meghatarozasara is: ha egy pontbo6l kiindulva valamilyen palyan
visszatériink a kiindulopontba, és ezen a zart gorbén kiszamitjuk a konzervativ erd Osszes
munkéjat, akkor a fenti definicio értelmében nullat kell kapnunk, azaz az erdtér akkor
konzervativ, ha teljesiil a

fF.ar=0
L

feltétel.

Itt az integraljelen elhelyezett kis kor azt jeloli, hogy az integralast (6sszegzést) egy zart gorbe
(L) mentén végeztiik el. (Ezt a miiveletet a matematikéban , korintegralnak™ nevezik.)

A nehézségi erOtér a tapasztalat szerint konzervativ, igy az altalanos definici6 alapjan a
vonatkoztatasi ponthoz képest # magassagban az m tomeg helyzeti energidja (a bevezetdben
mutatott példaval 6sszhangban)

h
E,=-Wo = jmgdz =mgh .
0

A fentiekbdl kitlinik, hogy a helyzeti energia — a mozgési energidval szemben — egy alland6
erejéig hatarozatlan, hiszen nagysaga a vonatkoztatasi pont megvalasztasatol fiigg.

A vonatkoztatasi ponttol vald fliggés azonban gyakorlatilag nem okoz problémat, mert a
fizikai folyamatok leirdsanal altaldban az energia megvaltozasa fontos, a helyzeti energia
megvaltozdsa pedig nem fligg a vonatkoztatasi pont megvalasztasatol. Ezt az allitast az alabbi
abra alapjan a kovetkezOképpen lathatjuk be. A helyzeti energia megvaltozasa az 4B
elmozdulés soran:

AE® =EQ(B)—EQ(4)=—(Ww? - kOA):—Tder —(—kaer.
o o

Konzervativ erétér munkdja azonban nem fligg az uttol, ezért a
kozvetlen OB elmozdulés soran végzett munka ugyanaz, mint az O4B
uton végzett munka:

B A B
[Fedr = [Fear + [Far.

o o A
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Ezt az Osszefliggést figyelembe véve azt kapjuk, hogy
4 B 4 B
AE}® =—[Fydr — [Fidr + [Fodr =—[Fdr,
0 4 0 4

vagyis a helyzeti energia megvaltozasa csak az 4 €s B pontok helyzetétdl fligg, és nem fiigg
az O vonatkoztatasi ponttol.

Az altalanos energia-munka osszefiiggés, az energiamegmaradas tétele tomegpontra

Ha a tomegpont konzervativ (Fy)- és nem konzervativ (F,;) er6k egyiittes hatasa alatt mozdul

el az 4 pontbdl a B pontba, akkor a munkatétel szerint irhatjuk, hogy
B

B B
[(F +Fy)dr =[Fodr + [ dr =W, + W, = 4E,,
A A A
ahol Wj és W, a konzervativ- illetve nem konzervativ er6k munkaja.
Tudjuk viszont, hogy a konzervativ er6k munkéjara fennall, hogy
W, =-4E,,
tehat az alabbi egyenletet kapjuk:
W,=A4E, + AE,,
vagyis a helyzeti- és mozgdsi energia megvaltozasanak Osszege a nem konzervativ erdk
munkajaval egyenld. Mivel a helyzeti (Ej)- €s mozgasi (E,,) energia
E=E +E,
Osszegét rendszerint a tomegpont teljes (mechanikai) energidjanak nevezik, a fenti allitas igy
is megfogalmazhato:
AE=W,,
vagyis a tomegpont teljes mechanikai energiajanak megvaltozasa a nem konzervativ erok
munkdjaval egyenlo.
Ha a tomegpontra csak konzervativ er6k hatnak, vagy a ra hatdé nem konzervativ erék 6sszes
munkéja nulla, akkor a tomegpont mechanikai energidja nem valtozik meg:
AE=0.
Ez az energia-megmaradas térvénye tomegpontra.

Példak és alkalmazasok

Evrd és helyzeti energia
Egy pontszerii test helyzeti energidja a helynek egyértelmii fiiggvénye. Vizsgaljunk
eldszor egy egyszerli egydimenzids esetet, amikor a helyzeti energia csak x-irdnyban
valtozik. Ebben az esetben a

helyzeti energia helyfliggését az Eﬂh(x) Fo, =
E,=E,(x) fliggvény adja meg

CdEL(x)
dx

(abra). Egy elemi dx elmozdulas
sordn  a  helyzeti  energia

megvaltozasa
dE
dE, =—"d
dx : : >
Ugyanakkor tudjuk, hogy a X x+dx X

helyzeti energia megvaltozasa a
konzervativ erd (esetiinkben a nehézségi erd) munkdjaval is kifejezhetd:
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CLEh :“_]?xfix.
A két kifejezés Osszehasonlitdsabol lathato, hogy
F - dE,(x) ’
dx

vagyis az er0 x-komponense a helyzeti energia-gorbe meredekségébdl megkaphato.

sk sk sk skeoske sk skeoskeoske skeoskoskeskoskok sk sk st st ske sk sk ske st steoske sk skesk sk skeskosk sk sk st st sfe sk sk ske st skeoske sk skeoskeosk skeoskosk skosk
Altaldanos (harom dimenzids) esetben tetszOleges erétérben a test helyzeti energidja
azE, = E,(x,y,z) figgvénnyel adhaté meg, aminek elemi megvaltozasa egy dr (dx,dy,dz) elemi

elmozdulasnal

Masrészt a helyzeti energia megvaltozasa kifejezhetd a konzervativ eré elemi munkajaval is:
A két kifejezés 6sszehasonlitasabol kapjuk, hogy

Fo_®  p__E p_ &
X @C’ y @ z &’

vagyis az er0 a helyzeti energia helyfiiggésének ismeretében kiszamithato.

st sfe sk sfe sk sk sk skeoskosk skok sk skeskosk sk sk sfe sk sk sk ske sk sk skosk sk sk skeskeoskeoskoskosk sk sk sfe sk sk sk ske sk sk skosk sk skoskeskeskeskeoskosk

Homogén gravitacios térben 1€vé m tOmeg helyzeti energidja a magassag fliggvénye.
Ez a fiiggvény fiiggdlegesen felfelé iranyitott z-tengely esetén:
E,(z)=mgz
(a) abra).
A tomegpontra hat6 erd z-komponense a fentiek szerint
dE,(z
1 C2R—
dz

ami valoban a lefelé mutatd gravitacids erdt ,
adja. E,(2)=mgz E, (X)=Dx2/2
Megfeszitett rugohoz rogzitett témegpont
helyzeti energiaja, ha az x tengely nullpontja
a tomegnek a rugd megfeszitetlen
allapotahoz tartoz6 helyzetében van:

tga=mg

E,(x)==[(~Dx)dx=4Dx". z
0

a)
Természetesen a helyzeti energia derivaltja

most is visszaadja az erdt
dE, (x
F. =- 9EN(X) _
dx

(b) abra).

Az x-tengely mentén rezgd pont esetén az energia mozgdsi energidbdl és rugalmas
helyzeti energiabol all:

—1 2 _ 17,2
E, =5mvy, E,=5ke”.

Ha az energia megmarad, akkor
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Mivel az x,,=A maximalis kitérésnél a rezgd tomegpont heom
sebessége nulla, ekkor a teljes energiaja helyzeti energia:

1 . . . )
E=F, =—A’. Ennek ismeretében a helyzeti energia-

En(X)

2 h =
grafikonbol megallapithatd a helyzeti- és mozgési energia
megoszlasa barmilyen x kitérésnél (dbra).

E, X

Helyzeti energia és egyensulyi dallapot X A

A helyzeti energia helyfiiggése alapjdan azt is

megallapithatjuk, hogy egy test hol lehet egyensulyi

helyzetben, és ez az egyensuly milyen jellegli (stabilis vagy labilis). Tegytik fel, hogy
egy pontszeriinek tekinthetdé test mindig azonos iranyban (pl. Kelet fel¢) halad
emelkedd ¢és siillyedd szakaszokbol allo palyan (pl. egy dombos vidéken haladé auto).
Vegyiik fel a koordindtarendszeriinket gy, hogy az x-tengely a haladasi irdnyba
(Kelet) mutasson. Ekkor a nehézségi erétérben a test helyzeti energidja az x-koordinata
fliggvényében pontosan az emelkedéseknek és siillyedéseknek megfelelden valtozik
(abra), hiszen a helyzeti energia aranyos a magassaggal.

Ha a testre (a kényszererOn kiviil) csak a nehézségi erd hat, akkor a lehetséges
egyensulyi  helyzetei a helyzeti
energia  helyfiiggését  megado
gorbérol leolvashatok. E.(x)
Egyensulyban az ered6 er6 x- )
komponensének  nullanak  kell
lenni, azaz:

_ dE, (X) _

0

dE,(x)
dx
vagyis ezeken a helyeken a
gorbének szélséértéke van. : ‘ ‘
Belathato, hogy az 4bran paratlan X X X X X
szammal jelolt helyeken
d’E h(X)
dx’
egyensulybdl, a fellépd erd az egyensulyi helyzetbdl elviszi a testet, a paros szamu
d’E a(x)
2

FkX: :0,

(maximumok, ahol <0) az egyensuly labilis, vagyis a testet kimozditva az

helyeken (minimumok, ahol g >(0) pedig az egyensuly stabilis, a
X

kimozditaskor fellépd erd a testet visszaviszi az egyensulyi helyzetbe.
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Tomegpont-rendszer mozgéasa

Bonyolultsagban a tomegpont utan kovetkezo, és gyakorlati szempontbdl is igen fontos eset,
amikor tobb tomegpontbol allé rendszert, Un.
tomegpont-rendszert  (rovidebben: pontrendszert)
vizsgalunk. Az &brdn az éaltalunk kivalasztott
rendszerhez a korberajzolt teriileten 1évé pontok
tartoznak, ezeket a pontokat sorszdmoztuk: az i-edik
pont tomegét m;-vel, helyzetvektorat r;-vel jeloljiik.

A tomegpontokra hato erdket célszerti két csoportba
osztani: a rendszerhez tartozo pontok kozott fellépd
eroket belsd erdcknek, a rendszeren kiviil es6 testek
altal a rendszer pontjaira kifejtett erdket pedig kiilso
erdoknek nevezziik. Jeloljik a j-edik pont altal az i-
edik pontra kifejtett (belsd) erét F,, -vel, az i-edik

kilsé
) pont

rendszer
pontra hato kiilsé er6k ereddjét pedig F,, -vel.

A tdmegpontrendszer mozgasa, totmegkdzéppont

A pontrendszer mozgasa leirhato, ha kiilon-kiilon minden pontra felirjuk a mozgasegyenletet:

n
Fer+ ZFBIj =ma,
=2

n
Fro+ ZFBZj =m,a,

J=1
J#2

Lathatd, hogy ez elég bonyolult leirasi mod, ami a pontrendszerrdl, mint egészrél nem sokat
mond.

A teljes rendszer egyfajta jellemzését adja az az egyenlet, amit a fenti egyenletek
Osszeadasaval kapunk:

n n n n
D P+ > Fg =D ma,.
i=1 i=1 j=1 i=1
J#I
Newton III. térvénye alapjan konnyen belathatd, hogy a belsé erdk Osszege nulla, igy a
rendszerre hato kiils6 erék ereddjét Fx-val jelolve, az alabbi egyenletet kapjuk:
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n
Fr = Zmiai .
i=1

Jo lenne, ha a pontrendszerre a fentinél egyszeriibb, a tdmegpont mozgésegyenletéhez hasonlo
Osszefliggést kaphatnank, vagyis az egyenlet jobboldalat a pontrendszerre jellemz6 "egyetlen
gyorsulas" és az m = Zmi Ossztomeg szorzataként irhatnank fel. Ilyen egyenletre juthatunk,
ha a pontrendszer helyzetének globalis jellemzésére bevezetjiik egy specialis pontot, amit az
alabbi modon definidlhatunk. Alakitsuk at a fenti mozgéasegyenletet
F —Zma —Zm —dzri —d—2 Zmr —md—2 iZ:mr
K - i - ldtz dlz - i dtgmi i
¢és vegyiik észre, hogy a zardjelben 1évé mennyiség helyzetvektor jellegii. Tekintsiik ezt a
tomegpontok helyzete altal egyértelmiien meghatarozott sajatos helyvektort a pontrendszer
tomegkozéppontjanak (I 1x), amely eszerint
> oy,

— 1
rrg =

m
Kimutathato, hogy ez a pont valoban a pontrendszer tomegeloszlasanak egyfajta centruma,
ami homogén nehézségi erétérben azonos a rendszer sulypontjaval.
A fenti mozgasegyenletben a tomegkozéppont helyzetvektoranak masodik iddderivaltja,
vagyis a tomegkdzéppont gyorsulasa (arx) szerepel, igy a rendszer mozgasat leir6 egyenlet az
alabbi egyszerl alakot 0lti

Fr=marx.
Eszerint a pontrendszer tomegkozéppontja ugy mozog, mintha a rendszer egész tomege a
tomegkozéppontban lenne elhelyezve, és erre a kiilso erok ereddje hatna.
Mivel a kiterjedt, merevnek tekinthetd testek pontrendszerként is felfoghatok, ez az eredmény
azt mutatja, hogy egy ilyen test haladé mozgasa igy irhat6 le, mintha a test pontszerdi lenne,
és tomege a tomegkozéppontjaban lenne Osszestiritve. Vagyis a fenti eljarast kovetve,
kiterjedt testek halado mozgasanak leirasara a mar megismert tomegpont-mozgasegyenlet
haszndlhato.

A lendilet (mozgasmennyiség)-megmaradas tétele pontrendszerben

A lendiiletre vonatkozd 0Osszefliggéshez ugy juthatunk el, hogy a tomegkdzéppont
mozgasegyenletét a lendiiletvaltozas segitségével irjuk fel. Ehhez sziikséglink lesz a
tomegkozEéppont sebességének kifejezésére:

A

_dry 5
T dr m
Ebbol lathaté, hogy a pontrendszer lendiiletosszege (Pr) kifejezheté a rendszer
Ossztomegének €s a tomegkdzéppont sebességének szorzataval:

Pr= Zmivi =mV g
i
Eszerint a tdmegkodzéppont ebbdl a szempontbdl is tigy viselkedik, mint egy olyan tdmegpont
amelynek tomege a pontrendszer dssztomegével egyenld.
A mozgasegyenlet ezzel igy irhato at:
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dv d d
Fy =may =m dZK :E(MVTK):E(Zi:miViJ’

vagyis a kiilsd erdk ereddje egyenld a rendszer dsszes lendiiletének valtozasi sebességével:

dpp d
F.=—F=— AV
K ar dt[zm’ ’j

i

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a kiilsé erék ereddje nulla (Fx= 0), akkor:

d
E[lzmiviJ =0,

azaz
P = mV; =4llando.
i

Vagyis, ha a pontrendszerre hat6 kiilsé erdk ereddje nulla, akkor a rendszer dsszes lendiilete
nem valtozik. Ez a lendiiletmegmaradas torvénye pontrendszerre (hasznalatos még a
mozgasmennyiség-megmaradas illetve impulzusmegmaradas elnevezgs is).

A torvény jelentdsége, tobbek kozott az, hogy mechanikai problémak megoldasanal olyan
egyenletet ad, amelybdl ismeretlen sebesség hatdrozhatdé meg, anélkiil, hogy integralnunk
kellene a mozgasegyenletet. (Ennek a megmaradéasi torvénynek specidlis esetét lattuk
korabban két kdlcsonhato testre).

Pontrendszer energiaja, a mechanikai energia megmaradasanak tétele
pontrendszerben

A pontrendszer energidjanak vizsgalatanal az egyes pontokra felirt munkatételbdl indulhatunk
ki. Ha a rendszer az / allapotabol a 2 allapotba megy at, akkor a munkatétel az i-edik pontra:

Wei = AEm[ = EmiZ —-E
ahol W, az i-edik pontra hatdé erék ereddjének munkdja. Ha ezeket az egyenleteket
Osszeadjuk, akkor a baloldalon a pontrendszerre hatd Osszes er6k munkajat, a jobboldalon
pedig a pontrendszer teljes mozgasi energiajanak megvaltozasat kapjuk:

W,=4E, =E, ,-E

Ha kiilonvalasztjuk a kiils6- és bels¢ er6k munkajat (Wx és Wp), ezeken belill pedig a
konzervativ- és nem konzervativ er6k munkdjat (Wxi, Wk, Wai Waak) , akkor az alabbi
Osszefiliggést kapjuk:

mil »

ml *

Wik W t Wi Wy =E,, — E

Felhasznalva, hogy a konzervativ er6k munkaja a helyzeti energia megvaltozasanak negativja,
atrendezés utan azt kapjuk, hogy
Wik ¥Wome = Epz = Epy + Ejpy = Ejpy + Ejg s = Ejg s

ml

ahol a helyzeti energia-tagoknal a B és K index a belsé kolcsonhatasokbol, illetve a kiilsd
testekkel vald kolcsonhatasbdl szarmazd helyzeti energiara utal. Az Gsszefiiggést
atrendezéssel attekinthetobb alakba irhatjuk:
Wik *Wo e = (B + Epgs + Ejs )= (Epuy + Engy + Ejgey),
(1) és végsd (2) allapotaban. Ha az 6sszes mechanikai energiat Eg-rel jeloljiik
akkor az energiavaltozas altalanos Osszefiiggését tomoren igy irhatjuk:
Wiak *Woue = Epy —Eg; = AEg
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vagyis a rendszer energidjanak megvaltozdsa a nem konzervativ er6k munkéjaval egyenld. Az

eredmény tehat ugyanaz, mint a tomegpont esetén, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az energia

¢s munka kifejezései bonyolultabbak, mint a tomegpontnal.

Ha a nem konzervativ er6k munkéja nulla (példaul ugy, hogy nincsenek ilyen erdk), akkor
AER =0 = Ery = Egy

vagyis a rendszer Osszes mechanikai energidja nem valtozik. Ez az energia-megmaradas

tétele pontrendszerre. Jelentdsége gyakorlati szempontbdl ugyanaz, mint a lendiilet-

megmaradas torvényéé: olyan egyenletet ad, amelybdl pl. ismeretlen sebesség hatarozhatd

meg, anélkiil, hogy integralnunk kellene a mozgésegyenletet.

A pontrendszer mozgasi energidjanak kifejezését tovabb vizsgalva, egy ujabb fontos
mennyiséghez juthatunk el. Vizsgaljuk a pontrendszer mozgasi energidgjat egy K
koordinatarendszerbdl és a hozza képest egyenletesen mozgd K’ rendszerbdl, amelyet a
pontrendszer tomegkdzéppontjdhoz rogzitettiink (&bra).
frjuk fel a pontrendszer mozgasi energidjat a K
rendszerben, ¢€s fejezziik ki azt a K’ rendszerbeli adatokkal:

E, :Zémivf :§Zmivivi =

1 , '
=Ezmi(vi +VTK)(V1‘ +VTK)

1

(itt alkalmaztuk az 4bran is feltiintetett Galilei
transzformaciot).
A miiveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy

E, :éZmi (v;2 - +2v;vTK)= zgmﬂ’;z +Z§miv§K +§VTK 2 mVi.

Az utolso tagban szerepld Gsszeg aranyos a tomegkozéppont sebességével a K’ rendszerben,
mivel azonban a K’ rendszer a pontrendszer tomegkozéppontjahoz van régzitve, ez a sebesség

nulla:
1 12 1 2
E, = szivi + szivTK'
Ebbdl rendezéssel azt kapjuk, hogy

[ 1 2
E =—mvy + ) —mv.’",
P K 22 iV

m
1

vagyis a pontrendszer mozgasi energidja felirhatd a tomegkozéppontba képzelt Gssztomeg
mozgasi energiajanak és a tomegkozéppontban 1évé megfigyeld altal észlelt sebességekkel
(v]) szamitott mozgasi energidk dsszegeként.
Ezzel a rendszer 0sszes mechanikai energidja

1 2 12
Ha a rendszer tomegkozéppontjaval egyiitt mozgunk (vagyis K=K), akkor a tomegkdzéppont
all, tehat az elsd tag nulla. Ha ezenkiviil a rendszerre kiilsé er6k nem hatnak, akkor a kiilsd
helyzeti energia (mésodik tag) is nulla. A tomegpont-rendszer energidja ekkor
Ep=>1dmv?’ +E,g,

1
amit a rendszer belsé energiajanak neveznek. Az elnevezés logikus, hiszen ez a kiilsd
hatasoktdl mentes rendszer tomegkozéppontjaban ,,il6” megfigyeld altal észlelt mozgasi
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energia ¢és a pontrendszer tagjai kozott fellépd belsé kolcsonhatdsokbdl szarmazd helyzeti
energia Gsszege.

Perdilet és forgatdbnyomaték, a perdiletmegmaradas tétele pontrendszerben

A lendiilet és az energia bevezetését az indokolja, hogy ezekre a mennyiségekre bizonyos
koriilmények kozott megmaradasi torvény érvényes. Ugyanez az oka a perdiilet
(impulzusmomentum) (N) bevezetésének is.
Egy pontrendszer r; helyvektora, p; impulzusu i-edik
tomegpontjanak N; perdiilete az O vonatkoztatasi pontra (dbra):
N, =1, xp, =r, xm\V,.
A definiciobdl latszik, hogy a perdiilet fliigg a vonatkoztatési
ponttol, tehat egyértelmii megadasadhoz ezt is meg kell adni.
Ha a mozgd pontra hatd erdk F; ereddje nem nulla, akkor a
sebesség- ¢és altaldban a perdiilet is valtozik. Ezt a véltozast
megkaphatjuk a fenti egyenlet differencidlasaval:
ﬂ:@xpﬁrix@. (@)
dt dt dt
A jobboldal elsé tagja két parhuzamos vektor (V; és p;) vektorszorzata, ezért ez a tag nulla, a
masodik tagban pedig a lendiilet idéderivaltja az eredd erdvel egyenlo, ezért
dN;
dt
A jobboldalon megjelend mennyiséget az F; er6 O pontra vonatkozd forgatonyomatékanak
(M,) nevezziik. Ezzel a perdiilet megvaltozasa és az eredd forgatonyomaték kozott az alabbi
Osszefliggést kapjuk

=r; xF,.

dN

a "
Egy pontrendszer perdiilete (NR) az egyes pontok perdiileteinek vektori Osszege, az eredd
forgatonyomaték (Mgr) pedig az egyes pontokra hatd forgatonyomatékok vektori Osszege,
vagyis a pontrendszerre vonatkozo6 egyenletet a pontokra vonatkozé egyenletek 0sszeadasaval
kaphatunk. A korabban kovetett eljarashoz hasonldan, itt is szétvalasztjuk a kiilso- és bels6
erok forgatonyomatékat:

S St P X1 <P = 1+ X < Yy

i i i J#L

i

Newton III. torvénye és a =

forgatonyomaték  definicigja  alapjan m.

belathato (dbra), hogy a belsd erdk

forgatonyomatékainak Osszege nulla lesz,

igy a rendszerre a

N
ddtR = Zri xFy; =My

egyenletet kapjuk, ahol Mg a kiilsé erdk

forgatonyomatékainak osszege.

Ha a kiilsé forgatonyomatékok ereddje

nulla, akkor a fenti egyenlet szerint
dN,

dt

Bij FBji

j =
FBij FBji

T1=Ir,xFB,.jI=T2=Ir/xFBj,.I

..................

0 = Ng=dllands,
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vagyis a perdiilet nem valtozik. Ez a perdiilet megmaradasanak tétele pontrendszerre.
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Merev test mozgasa

Eddig olyan idealizalt "testek" mozgéasat vizsgaltuk, amelyek a tomegpont modelljén
alapultak. Ez azzal az el6nnyel jart, hogy nem kellett foglalkozni a test kiterjedésével
kapcsolatos mozgasi lehetéségekkel, a forgassal és a deformacidval. Egy fokkal kozelebb
jutunk a valdsdghoz, de még mindig viszonylag egyszeriien leirhatd mozgast kapunk, ha
kiterjedt testet vizsgalunk, amelyet azonban az egyszertiség kedvéért merevnek tekintiink,
vagyis elhanyagoljuk a test alakvaltozasait. A kiterjedt, de alakjat nem valtoztato test a merev
test.

A merev test kinematikajanak alapjai

A mereyv test altalanos mozgasa

A merev test mozgéasanak leirdsat a mozgas leirdsdhoz sziikséges adatok, az Un. szabadsagi
fokok (f) szaménak vizsgélataval kezdjik.

Egy tomegpont mozgédsat egy helyvektorral, vagyis 3 skaldr adattal jellemezhetjiik, a
tomegpont szabadsagi fokainak szdma tehat /=3.

Egy merev test helyzetét akkor ismerjiik, ha megadjuk harom — nem egy egyenesbe esé —
pontjanak helyzetét, vagyis 0sszesen 9 adatot, pl. a harom pont derékszogli koordinatait. (Ha
egy pontot adunk meg, akkor ekdriil tetszOlegesen foroghat a test, ha még egy pontot
megadunk, akkor a pontokon athaladd tengely koriil még mindig foroghat, egy harmadik, a
tengelyen kiviil es6 pont megadasa rogziti a test helyzetét.)

A valosagban azonban ennél kevesebb adat is elegendd, hiszen a test merevsége azt jelenti,
hogy barmely két pontjanak tavolsaga allandé. gy a harom pont kozotti harom tavolsagot
kifejezve pl. a pontok koordinatdival, a 9 koordinata kdzott 3 Osszefliggést kapunk. A 9 adat
koziil tehat csak 6 fiiggetlen, ezért a szabad merev test szabadsagi fokainak szdma f=6.

Ha a merev test nem mozoghat szabadon, hanem mozgasat valamilyen kényszer korlatozza
(pl. egy kerék egy feliileten gurul, vagy a test egy pont koriil vagy rogzitett tengely koriil
forog), akkor a szabadsagi fokok szama a kényszertdl fiiggé mértékben csokken (a felsorolt
példékban rendre /=35, =3 és f=1).

A merev test lehetséges mozgasai koziil a legegyszerlibb a halado mozgds, vagy mas néven
transzldcio, amikor a test minden pontja ugyanolyan pillanatnyi sebességgel mozog, vagyis az
egyes pontok mozgasa egymassal parhuzamos palyakon zajlik. Ez egyben azt is jelenti, hogy
a testben felvett egyenes térbeli helyzete a mozgéis sordn nem valtozik, Onmagéval
parhuzamosan mozdul el (pl. az AB szakasz az a abran). Igy mozog egy egyenes palyan
halad6 szan, vagy az "oOridskerék" kabinja. Mivel ilyenkor az 0sszes pont ugyanigy mozog,
elég egyetlen pont mozgasat jellemezni.

A merev test mozgasa tulajdonképpen tomegpontszerii apro részek mozgéasaként is felfoghato,
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ezért haladd mozgasanak leirasara hasznalhatok a tomegpontra vonatkozo6 Osszefiiggések, igy
példaul a toémegkdzépponti tétel is.

A merev test masik — a tomegponthoz képest uj — mozgasi modja a tengely koriili forgds vagy
mas néven rotacio. Ekdzben a test kiillonbozd pontjai kiilonbozd sebességgel mozognak, és a
testben felvett egyenes térben elfordul (b abra).

A merev test mozgasa kozben altaldban mindkét mozgasi mod egyidejiileg jelenik meg
(baloldali abra). Ez figyelheté meg pl. egy elguritott kerék, egy elhajitott test vagy egy

C,

transzlacio Az’ """"""" B

B

kanyarod¢ jarmii esetében. A szemlélet is azt sugallja, de be is bizonyithato, hogy a merev
test tetszoleges mozgdsa elemi transzlaciok és rotdaciok egymasutanjaként foghato fel. Ezt az
eljarast egy sikidomnak a sajat sikjaban torténé elmozdulésa (az / helyzetbdl a 2 helyzetbe)
kapcsan a jobboldali dbra szemlélteti: az A,—A, transzlacidval, és az azt kovetd A4, (4'))
koriili forgatassal tetszéleges elmozdulés 1étrehozhato.

sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ko skokoskok sk

A merev test mozgasanak transzlaciora és rotaciora torténd felbontasat konnyen bemutathatjuk, ha egy pontjanak
mozgasat egy kiilsé K koordinatarendszerbSl és a test tomegkdzéppontjahoz rogzitett K’ rendszerbél is
megvizsgaljuk (abra).

A helyvektorok kozott ekkor fennall az

_ XK
r=Ty 4T,
Osszefiiggés, amibdl a sebességekre azt kapjuk, hogy
dr;
—L=v, =V v/t
dt
Mivel a tomegkdzéppont és az i-edik pont tavolsaga adott, a pont VZ-TK pillanatnyi
sebessége merdleges lesz az rl.TK helyvektorra, igy ez a sebesség a két vektorra

merdleges ® szogsebesség-vektorral adhaté meg:
TK
V, =V H(wxr ™).

Ez azt jelenti, hogy a merev test barmely pontjanak mozgasa felbonthaté a tomegkozéppont transzlacids
mozgasara és a tomegkozépponton atmend tengely koriili forgasra. A megfelel6 forgastengely helyzete azonban
a pont tényleges sebességétl fligg, vagyis a mozgas soran valtozik, ezért ez a felbontas csak elemi
elmozdulasokra igaz. Mivel a fenti gondolatmenet a test barmelyik pontjara érvényes, azt is kimondhatjuk, hogy
az egész merev test mozgasa a tomegkozéppont elemi transzlacioinak és a tdmegkdzépponton atmend tengely

koriili elemi forgasoknak az egymasutanjaként foghato fel.
st s e s s s e s s s ke s s s ke s s s ke s s st e s s st e s s st st s sk st st s sk st st s sk st ke sk sk sk ok

A merev test mint pontrendszer

A merev testet kis részekre felosztva (abra), kozelitéleg pontokbol allénak tekinthetjiik, és a
pontrendszerre vonatkozo Osszefiiggéseket hasznalhatjuk. A pontos leirdshoz ugy jutunk el,
hogy a felosztast egyre finomitjuk ¢€s megnézziik, hogy ekdzben a pontrendszerre felirt
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mennyiségek milyen hatarértékhez tartanak. A merev testre
vonatkoz6 mennyiségekként illetve Osszefiiggésekként a
hatarértéket fogadjuk el (bebizonyithatd, hogy ezek a
hatarértékek 1éteznek, de ezzel itt nem foglalkozunk).

A felosztas alapjan a test teljes térfogatat és teljes tomegét a

V=>4V, m=Y Am,

Osszefiiggések adjdk meg. A teljes tomeg a slriiséggel is
kifejezhetd az m = pAV Osszefliggés felhasznéalasaval. Mivel a
stiriség a helytdl is fiigghet, az i-edik térfogatelem kozelitd
tomegét a térfogatelemben érvényes atlagos p; stlrliséggel a Am, = p, AV, Osszefiiggés adja

meg. Ezzel a teljes tomeg kozelitd értéke
m= zplAI/l s

a pontos érték pedig a felosztas finomitasaval kaphaté meg
m= lim Y p,AV, =J.p(r)dV.
4

AV; =0 F
Itt az egyenlet jobboldalan all6 un. térfogati integrallal itt nem foglalkozunk részletesebben.
Egyeldre elég, ha végteleniil finom felosztason torténd Osszegzésnek tekintjiik, amelyben dV
az r helyvektorral megadott pont koriil felvett elemi térfogatot jelent.
A pontrendszereknél bevezetett tomegkdzéppont helyvektorat folytonos tomegeloszlas esetére
ugyanezzel a modszerrel altalanosithatjuk:

D rAm, > rp, AV ,
r = lim “————= lim ~———=—|rp(r)dV .
T AVlfniO ZAml- AVZ,-H—ZO ZAml- m-[ p(r)
Ezzel a modellel elértikk azt, hogy a pontrendszerre érvényes kinematikai és dinamikai
torvényeket valtozatlan forméaban lehet alkalmazni, csak végiil mindig at kell térni a
végtelentil finom felosztasnak megfeleld hatarértékre.

Merev test dinamikaja

A merev test mozgésanak leirdsara szolgdlo egyenletekhez a legegyszerlibben gy juthatunk
el, ha igen kis — pontszeriinek tekintheté — részekre osztjuk, és specialis, egymashoz képest
rogzitett helyzetli pontokbdl 4ll6 pontrendszerként targyaljuk. Mivel a pontrendszerre
vonatkoz6 torvényeket ismerjiik, ezzel a modszerrel a merev testre vonatkozd
Osszefliggésekhez is eljuthatunk.

Mivel a merev test mozgasa transzlaciora és rotdcidra bonthatd, a mozgas leirdsa is két
részbdl all. A transzlacid leirasa a pontrendszereknél érvényes tomegkdzépponti tétellel
lehetséges: a kiils6 erék a tomegkdzéppontban egyesitett teljes tomegre hatnak, és a
tomegkozéppont mozgasat a tomegpontra érvényes mozgasegyenlet irja le.

A tovédbbiakban a transzlacioval részletesebben nem foglalkozunk, hanem elsdsorban a —
tomegpont mozgasahoz képest 0j — forgast vizsgaljuk.

A forgomozgas vizsgalatat is tobb 1épésben, az egyszeriitdl a bonyolult felé haladva végezziik
el.
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Rogzitett tengely koriil forgo merev test mozgasa

Eldszor a legegyszeriibb esettel foglalkozunk, amikor a test egy rogzitett tengely koriil
foroghat. Ez az eset egyszerlisége mellett azért is fontos, mert modot ad a legfontosabb
alapfogalmak bevezetésére, és gyakorlati szempontbdl is fontos.

Rogrzitett tengely koriil forgo merev test perdiilete és mozgdsegyenlete, a tehetetlenségi
nyomaték

A pontrendszerek vizsgélatanal lattuk, hogy a rendszer perdiiletének bevezetésével egy
mozgasegyenletet tudunk felirni:

dN . dN
— =M., illetve merev testre =M

dt dt
(itt csak kiils6 forgatonyomaték van, igy a megkiilonboztetd ,,K index felesleges).
[rjuk fel ezért elészor a merev test perdiiletét. Vegyiik fel a koordinatarendszeriinket
ugy, hogy a z-tengely a rogzitett forgastengelyre essen (dbra). A testet osszuk fel
térfogatelemekre, €s a szamitast az igy kapott
"kozelitd pontrendszeren" végezziik el. Az egyes 7
térfogatelemek korpalydn mozognak, az i-edik 4
tomegelem perdiilete: -
N. =r, x4m,v,.
Mivel a vektorszorzatban szereplé vektorok
merdlegesek egymasra, a perdiilet nagysaga
N, =r.Am;v,.
A rogzitett tengely miatt a perdiiletet csak a
forgatonyomaték z-komponense tudja valtoztatni (a
masik két komponenst a tengely kikompenzalja),
ezért a mozgasegyenletnek ¢s a perdiiletnek csak a z-
komponensét érdemes felirni: N i
N, =N;cos 8, =r,Amv; cos ;.
Mivel a tengelytdl mért tdvolsag és a helyvektor
hossza kozott fenndll az R, =r; cos 9, Osszefliggés, végiil az

N, =N, cos9 =R Am,v, = Am,R} o,
Osszefiiggést kapjuk (itt felhasznaltuk, hogy a kérmozgasnal v = Rw ), aminek az az
elénye, hogy benne az egyes tomegek sebességei helyett a kozds szogsebesség

szerepel.
A teljes test perdiiletének z-komponense ennek alapjan kozelitdleg:

N, =Y N, =>4mR’w, =0,y AmR; .

Az Osszeget pontszeriinek tekinthetd térfogatelemek esetén a testnek az adott tengelyre
vonatkozo tehetetlenségi nyomatékanak nevezik, és rendszerint @ -val jelolik:

0, = Z:AmiRi2 .

A tehetetlenségi nyomaték adott Gssztomeg esetén alapvetden a test tomegének a
rogzitett tengely koriili eloszlasatol fiigg, vagyis nagysagat a test tomege, alakja és a
tengely helyzete egyarant befolyasolja.

A tehetetlenségi nyomaték fenti kifejezése pontos eredményt csak tomegpontokbdl
allo testnél ad. A merev test rendszerint nem tekinthetd ilyennek, ezért altalaban
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végtelen finom felosztdson torténd 0sszegzéssel, vagyis integralassal szamithato ki (/.
késbbb).
A tehetetlenségi nyomaték ismeretében a rogzitett tengely koriil forgd merev test
perdiiletének z-komponense az egyszeri
NZ = @za)z
alakba irhato.
A pontrendszereknél kapott mozgasegyenlet ennek alapjan:
dN, _d(0.0.) “ M =M.
dt dt
Ha a tehetetlenségi nyomaték idében allando, akkor a mozgasegyenlet a
do,
@Z dt @ZIBZ MZ
alakot 6lti, ahol £, a szdggyorsulas.

Az egyenletbdl a forgatonyomatékok és a tehetetlenségi nyomaték ismeretében a
szOggyorsulas, abbodl integralassal a szogsebesség, ujabb integralassal pedig a
szOgelfordulas idofiiggése meghatarozhato.
A fenti mozgasegyenlet egy masik fontos kovetkezménye, hogy ha a kiilsé
forgatonyomatékok ereddje nulla, akkor a perdiilet megmarad, és érvényes a

0.0, = dllando
Osszefiiggés. Ezt az 0sszefliggést szamos egyszeri kisérlettel lehet szemléltetni.

KISERLETEK:

A kisérleteket fliggbleges tengely koriil forgathatd székre liltetett személy végzi.

¢ A kisérletez6 mindkét kinytjtott kezébe stulyzdkat adunk, majd forgasba hozzuk.
Ha a kisérletezo a stulyzokat behuzza, akkor forgésa felgyorsul (kisebb az "R" és
igy a @, ezért nagyobb lesz az w), a sulyzdkat ujra kinytjtva, a forgas lelassul.
Ugyanez az oka annak, hogy a kinyujtott karokkal lassan forgd korcsolyazo
gyors forgasba tudja hozni magéat (piruett) kezeinek behuzasaval.

¢ A kisérletezd kezébe fiiggdleges tengelyli biciklikereket adunk. Ha a kereket a
tengelye koriil megforgatja, akkor a forgdszék ellenkezd irdnyban forogni kezd,
ha a kereket megallitja, a forg6szék megall (perdiilet-megmaradas).

¢ Ha a kisérletez6 kezébe forgo kereket adunk, akkor nem torténik semmi, de ha a
forgd kerék tengelyét 180°-kal elforditja, akkor a szék a kerék forgasiranyaval
ellentétesen forogni kezd.

A tehetetlenségi nyomaték kiszamitdsa, a Steiner tétel
A tehetetlenségi nyomatékot a fenti definicié alapjan csak akkor lehet kiszamitani, ha
a merev test valoban pontszeriinek tekinthetd részekbdl all. Kozelitdleg ez az eset all
fenn pl., ha egy sulyzoszerli testben a sulyz6 nyelének tomege elhanyagolhaté a
sulyoké mellett, ¢és a sulyok mérete

elhanyagolhatdo a tavolsaguk mellett. Ebben az t

esetben az abran lathaté ¢ tengelyre vonatkozé
tehetetlenségi nyomaték:

2 2 |
O =m;r; +m,r; . m ‘ ,
Lathato, hogy egy masik (¢) tengelyt valasztva, a | :
tehetetlenségi nyomaték altalaban mas lesz: F
|
t

o

| r .
2 2
O'=m;r” +m,r;", !

vagyis a tehetetlenségi nyomaték nem egyszeriien
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a test jellemzdje, hanem azt a test és a tengelynek a testhez viszonyitott helyzete
egylittesen hatarozza meg.

Hasonldan egyszerii a tehetetlenségi nyomaték szamitdsa, ha a test teljes tomege (m)
egy nagy sugaru (R) korvonal vagy hengerfeliilet mentén helyezkedik el, és a
tomegelemek a sugarhoz képest elhanyagolhatd vastagsagu rétegben (gylirti vagy cs0)
talalhatok. Ilyenkor az 6sszegzésben szerepld tomegek kozel azonos tavolsagra vannak
a forgastengelytol, ezért kozelitleg igaz, hogy

O~ ZAmiriZ = RQZAmi =mR’ .

A testek azonban tobbnyire nem ilyenek, ezért ez a moddszer &ltalaban nem
hasznalhat6. Az altalanos szamitasi eljaras a végteleniil finom felosztasra, majd
integralasra valo attérésen alapul:

O=l 2o AV, =¥’ p(r)dV .
Jim i piAV, lr p(v)

Ha a test homogén, akkor a stirliség mindeniitt ugyanannyi, és az egyszeriibb
O=p[ridv
vV

alakot kapjuk.

Bonyolult alaka test vagy altalanos helyzetli forgastengely
esetén ennek az integralnak a kiszamitdsa nagyon bonyolult is
lehet, ha azonban a test szimmetrikus, és a forgéstengely
szimmetriatengely is, akkor egyszerlibb a szamitas. Egyszerli
példaként egy henger alakii homogén testnek a hengerpalasttal
parhuzamos szimmetriatengelyére vonatkozd tehetetlenségi
nyomatékat szamitjuk ki. A szamitds azért egyszerli, mert a
térfogatelemet egy vékonyfalu csdnek valasztva (4bra), a fenti
térfogati integral sugar szerinti integralla alakithato. A
kiszemelt térfogatelemdV =2rzhdr, 1igy a tehetetlenségi
nyomaték:

: s R* 1 .,
O =p|ridv =p2zh|r dr=27hp == mR’.
14 0

Adott test esetén a tehetetlenségi nyomaték attdl fiigg, hogy a forgastengely hogyan

helyezkedik el a testhez képest. Gyanithaté azonban, hogy a kiilonb6z6 tengelyekre

vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok nem fiiggetlenek egymastol. Egy ilyen

Osszefiiggést ad meg egymassal parhuzamos tengelyekre vonatkozd tehetetlenségi

nyomatékok kozott az Gn. Steiner-tétel.

Az é4bra egy testnek olyan szeletét mutatja, amely merdleges a tomegkdzépponton

atmend TK- és a vele parhuzamos A4 tengelyre. Az i-

edik tomegelem helyzetét a két tengelyhez

viszonyitva az R, ¢és az Ry, vektorok, a két A
|
|
|

tengely relativ helyzetét az a vektor mutatja;
mindhdrom vektor merdleges a tengelyekre. A
tomegelem tehetetlenségi nyomatéka a két tengelyre:

O, = Rjiﬁmi
Or; = RZZ‘KI' Am,

Mivel R ,, =a+R,, azt kapjuk, hogy
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O, = RAm; = (a+Ry, )’ Am; = a’ Am; + Rix; Am; + 2aR py, Am; =
= a’ Am; + O, + 2aR ., Am, .
Itt |a| =a a két parhuzamos tengely tavolsaga.

A teljes tehetetlenségi nyomatékot ugy kapjuk meg, hogy ezt az Osszeget a testben
felvett parhuzamos szeletek minden tomegelemére kiszamitjuk, és 6sszeadjuk:

O, =a’ Am; +Op +2a) Ry Am, =a’m+ O +2a) Ry Am;.

Az utolso tag a test tomegkozéppont-vektoranak a tengelyekre merdleges dsszetevojét
adja meg a tomegkdzépponti rendszerben, értéke tehat nulla, igy végiil azt kapjuk,

hogy

O,=a’m+0Oy,
ahol m a test teljes tomege.
Vagyis egy tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatékot kiszamithatjuk, ha
ismerjik a vele parhuzamos, tomegkozépponton atmend tengelyre vonatkozd
tehetetlenségi nyomatékot. Ez a Steiner-tétel.

Rogrzitett tengely koriil forgo merev test energidja

A rogzitett tengely koriil forgd test mechanikai energidja a forgasbdl szarmazo
mozgasi energidval egyenld. Ez a térfogatelemekre osztds technikdjaval konnyen
kiszamithato:

1 2 1 2 2 1 5 > 1 5
Ef :ZEmi :ZEAmivi :sz[R[ [ :E(() Zm[-R[ :E@a) .
i i i i
Az egyidejlileg halado- és forgdbmozgast végzd test mozgasi energidjat a korabban a
pontrendszerre kapott dsszefiiggéssel kaphatjuk meg:
I I o 1 5 1 2
E =—mvi + ) —mv,  =—mvy + —Or0°.
m 2 K 122 ivi 2 TK P TK

Itt v a tdmegkozéppont sebessége a koordinatarendszeriinkhdz képest, v/ az i-edik
tomegelem sebessége a tomegkdzépponti rendszerben (ezért szerepel itt a
tomegkdzépponton dtmend tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték).
A teljes mozgasi energia tehat a tomegkozéppontba képzelt O0ssztomeg haladd
mozgasabol szarmazd mozgdsi energiabol és a tomegkdzépponti tengely koriili
forgasbol szarmazo forgasi energiabol all.
Ha kiils6 konzervativ er6térben a testnek helyzeti energiaja is van (belsé helyzeti
energia merev testnél nincs), akkor ez hozzaadddik a mozgasi energiahoz.

E= imviK +i@TKa)2 +E,.
2 2
Ahogy a pontrendszernél, gy itt is igaz, hogy a mechanikai energia megvaltozasa a
nem konzervativ er6k munkajaval egyenl6 (itt csak kiils6 erék vannak):
AE =W, .
Ha a nem konzervativ er0k munkéja nulla, akkor a mechanikai energia megmarad:

E= émv;,( + é@ma)? +E, = dllandé .

Rogrzitett tengely koriili forgds és a halado mozgds analogidja
Ha a rogzitett tengely (z) koriil forgdé merev test tehetetlenségi nyomatéka nem
valtozik, akkor a mozgasegyenlet a
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do
O, —=0.p.=M
z dt ZﬂZ z
alakba irhato. Ebbol a ¢ szogelfordulas idofiiggésére az alabbi egyenletet kapjuk, ha
figyelembe vessziik, hogy @, = %
2
v, —o L0
dt
Ez az egyenlet formailag teljesen azonos az x-tengely mentén zajlé haladé mozgésra
felirt
2
Fo=m d xg t)
dt

Newton-féle mozgasegyenlettel, csak az erd helyett forgatonyomaték, a tomeg helyett
tehetetlenségi nyomaték, a koordinata helyett pedig szogelfordulas szerepel benne. Az
egyenlet megoldédsa az emlitett mennyiségek atirasa utan nyilvan ugyanolyan, mint a
haladé mozgas esetén. Igy példaul allandé forgatonyomaték esetén

M

F=5

z

o.(0)= [ Bt =0, + p.(1-1,)

fy

@(t):jwz(t)dt =Dy +a)0(t_t0)+§ﬂz(t_t0)2’

ly

tehat a haladdo mozgas 0sszefiiggéseivel azonos alakll 6sszefliggéseket kapunk.
Lattuk, hogy a forgési energia kifejezése is megerdsiti ezt a felismerést, hiszen az
E, = 1 0.0
2
kifejezés az emlitett mennyiségek cseréjével a haladdé mozgds mozgési energia-
kifejezésével azonos.
Az x-tengely menti haladdé mozgés minden Osszefiiggése atirhatdo a z-tengely koriili
forgomozgas 0sszefliggéséve (és viszont), ha végrehajtjuk az alabbi cseréket:
F. oM,
m< 6,

a, & p.
vV, S0,

PR=2

Merev test mozgdsegyenletének néhdany alkalmazdsa

A mozgasegyenlet alkalmazasara harom egyszer( esetet vizsgalunk meg, az egyik a
torzids inga, a masik a fizikai inga, a harmadik pedig egy lejtén legordiilé henger vagy
gomb.

Torzios inga

A torzids inga egy rugalmas szalra felfliggesztett test, példaul egy korong (abra), ami a
szal csavarasaval elinditva, fliggéleges tengely koriil lengémozgast végez. A korong
tehetetlenségi nyomatéka a szdlra, mint tengelyre vonatkozoéan @. A kitérités utan a
szalban fellépo rugalmas erdk egy visszatéritd forgatonyomatékot eredményeznek, ami
aranyos a szogelfordulassal (@) és azzal ellentétesen forgat:
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M.=-D*¢p,. AZ

z

A korong mozgasegyenlete ezzel 5.,

4>
M.=-D*p.=0p.=0" 2=,
dt
ami rendezés utan a harmonikus rezgés egyenletének korabban
megismert alakjat olti

d’p.(t) D*
T 9. (1)=0.
dr’ @%()

D*

Ennek megoldasa
0.(1) =@, coslar +a),

*
ahol o, :‘/%. Vagyis a korong lengése ilyen

korfrekvencidji harmonikus rezgés lesz.

Fizikai inga

A fizikai inga egy vizszintes (az abran O-val jelolt, a rajz
sikjara mer6leges) tengely koriil forgathatd test, amelynek
tomegkozéppontja (7K) a tengely alatt helyezkedik el.

Ha a tengelyt és a sulypontot Osszekdtd egyenes nem
fliggbleges, akkor a sulyerd egy  visszatéritd
forgatonyomatékot fejt ki, ami a kitéréssel (¢) ellentétesen
forgat:

M=sxF,.
Ha a z-tengelyt az O pontbol az abra sikjara merdlegesen
kifel¢ iranyitjuk, akkor a forgatonyomaték z-komponense:
M, =—-sF, sing, =—mgssing_,

igy a mozgasegyenlet:
d’p,
e’
Itt @ a testnek az O forgastengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka.
A fenti egyenletbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy

d2
—(’;Z + 85 in p,=0.
dt O
Tudjuk, hogy az inga lengémozgast fog végezni, de a kapott egyenlet szerint ez nem
harmonikus rezgés. Ha azonban a ¢, kitérés kicsi, akkor sing, = ¢, , és az egyenlet a

M, =-mgssing, =06

harmonikus rezgés egyenletévé alakul:

d2

Lp. mgs o

dt O
A fizikai inga tehat kis kitérésnél harmonikus rezgést végez, amit a
(2 (t) =9 COS(a)Zt + (Z)

mgs
o
A fizikai inga specidlis eseteként a vékony (elhanyagolhatdé tomegii) fonalra
felfiiggesztett pontszeri m tomeggel megvaldsitott un. matematikai inga

korfrekvencidjat és lengésidejét is megkaphatjuk. Ekkor a felfliggesztési pont €s a
tomegkozéppont tavolsaga (ami a fizikai ingandl s) éppen az inga / hossza, a

fiiggvény ir le, ahol a korfrekvencia w, =
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tehetetlenségi nyomaték pedig @ =[0’m, igy o, = /ngzl:\/% A frekvencia
m

Jo

- |& , a lengésidd pedig 7}, = 27[\/2.
2\l g
Lejton legordiilo henger (gomb)
Ebben az esetben a merev test egyidejlileg forgd- és haladdé mozgést is végez. A
mozgas leirasahoz azt a korabbi eredményilinket hasznaljuk fel, hogy a mozgas a
tomegkozéppont haladé mozgasara és a tomegkozéppont koriili forgasra bonthat6 fel.
Ha a test tisztan gordiil (nincs csuszas), akkor a testre a nehézségi er6 (G) és a lejtével
valo érintkezésnél fellépo érint6leges kontaktus erd (Fr) 1ép fel (ez utdbbi miatt gordiil
a test, és ez nem a szokasos értelemben vett surlodasi erd!). A test tomege m, sugara R,
a lejtd szoge o (abra).
A tdmegkozéppont haladé mozgasara felirhatjuk az
F, =Gy - F;, =ma,
F,=Fy—-Gy=ma,
egyenleteket.
Ha lejtére merdleges mozgas nincs, akkor a,=0,
amibdl azt kapjuk, hogy Fy =Gy, Fy =-G,
A lejté mentén (x) torténd mozgasra a
G, —-F;, =Gsina—F;, =ma,,

a G=mg Osszefliggés felhasznalasaval pedig az X
mgsina—F, =ma,
egyenletet kapjuk.
A tomegkozéppontra csak az Fr erének van forgatonyomatéka, ami a
szogelfordulassal azonos irdnyban forgat, vagyis a forgatonyomaték-vektor a z
tengellyel szembe mutat (a jobbsodrasu rendszerben a z tengely a rajz sikjara
merdlegesen kifel¢ mutat). Emiatt
M. =-F;R,
¢s a tomegkozépponton atmend vizszintes tengely koriili forgasra a mozgasegyenlet:
-F,R=0._0..
A két mozgésegyenletben 3 ismeretlen szerepel (a,, f.és Fr), de ha a test gordiil,
akkor a szoggyorsulas és a tomegkdzéppont gyorsulasa kozott az
a,=—Rp.
Osszefiiggés all fenn (a minusz jel oka: a gyorsulds a ,,+” x-tengely irdnyaba mutat, a
szO0ggyorsulas viszont a ,,-”” z-tengely iranyaba), igy az egyenletrendszer megoldhato.
A szamolas elvégzése utan a tomegkdzéppont gyorsuldsara az
_mgsina

4
I’I’I+R2

a szOggyorsuldsra pedig a
mg sin o

p. =2
R(m+ @;j
R

kifejezést kapjuk.
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Ha a legordiilo test homogén henger, akkor @Zh :émRZ , 1gy a tomegkdzéppont

gyorsuldsa

henger

_2 sina
x 3g ,

vagyis a henger adataitdl fiiggetlen.

KIiSERLET:

Tomor hengert €s vele azonos tomegl, beliil iires, vékonyfali hengert (cso)
nyugalmi helyzetbdl egyszerre elinditunk egy lejtd azonos magassagu pontjairol, és
megfigyeljiik, hogy melyik ér elobb a lejtd aljara. Azt tapasztaljuk, hogy mindig a
tomor henger ér le elébb, vagyis annak a gyorsuldsa nagyobb.

A Kkisérlet értelmezése érdekében szamitsuk ki egy olyan R sugart henger gyorsulésat,
ami beliil {ires, és a tomege egy a henger sugarahoz képest vékony héjban helyezkedik
el (vékonyfalu csd). Ennek a testnek a tehetetlenségi nyomatéka jo kozelitéssel

O’ =mR*, ezért a tomegkozéppont gyorsulsa

csé . .
a, :Egsma,

szintén fiiggetlen a henger adataitol.

henger cs6

Lathato tehat, hogy — a hengerek adataitol fliggetlenil — a; >a’’, ami

megmagyarazza a fenti tapasztalatot: a tomor henger ér elébb a lejto aljara.
Hasonlé6 médon szdmithatd ki a gyorsulas egy gomb legordiilésénél is. A gdmb
tomegkozépponton  atmend  tengelyre  vonatkozo  tehetetlenségi  nyomatéka

3 5
o3 =§mR2. Ebbdl af :7gsina.

Merev test perdiilete és szogsebessége kozotti altalanos osszefiiggés, szabad tengelyek

Lattuk, hogy a merev test perdiilet-vektora még rogzitett tengely koriili forgasnal sem mindig
parhuzamos a szogsebességvektorral (forgastengellyel), de a forgastengely irdnydba eso
vetiilete ardnyos a szogsebességgel. Szabad mozgasnal a perdiilet és szogsebesség
Osszefliggése még bonyolultabb.

A tehetetlenségi tenzor, fotehetetlenségi nyomatékok

Mint kimutathat6, szabad mozgéasnal is igaz az, hogy a perdiiletvektor komponensei
linearis kapcsolatban vannak a szogsebesség komponenseivel, de ez altaldban nem
egyszerli aranyossagot jelent. Az 4ltalanos Osszefliggés egy derékszogl x,y,z
koordinatarendszerben a kovetkezé':

N,=0, 0, +@xya)y +0,, 0,

N,=0,0,+0,0,+0, 0,
N,=0_ 0, + @zya)y +0,,0,.

AO.. 0O ©_ mennyiségek (9 adat) a testnek a koordinatatengelyekhez

o0 Oy O,
viszonyitott tomegeloszlasat jellemzik, és ismeretiikben az origén dtmend tetszdleges
iranyu tengelyre kiszamithat6 a test tehetetlenségi nyomatéka. Ez a 9 szam egyiittesen

adja meg az egymassal altalaban nem parhuzamos N és w vektor Osszefliggését, ¢s

! Részletesebben pl.: Budo A.: Kisérleti Fizika I.
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ezt a 9 szambol all6 mennyiséget fehetetlenségi tenzornak nevezik (a tenzorokrdl a
fizikaban és a matematikaban késobb részletesen lesz sz0).

Fontos tudni, hogy barmely testben talalhat6é 3 egymasra merdleges irany, amelyekben
felvéve a koordinatatengelyeket, érvényes, hogy

NX = @an)x
Ny = @yya)}’
N, =0_ o..

Ezeket az iranyokat fotehetetlenségi tengelyeknek, az altaluk meghatarozott
koordinatarendszert pedig fotengelyrendszernek nevezik. A definidldé egyenletekbol
lathato, hogy ha egy test egyik fotehetetlenségi tengelye koriil forog, akkor az N és w
vektor egymassal parhuzamos. Ha pl. a forgastengely a z-tengely, akkor o, =@, =0,
ezért N, =N, =0, vagyis
N=Nk=0_0ok=0_w.

Szemléletesen is belathatd, hogy bizonyos szimmetriaval rendelkez6 testek esetén a
fotehetetlenségi tengely a szimmetriatengelyen van. Ha példaul a test egy
szimmetriatengelyre merdleges metszetének centrum-szimmetridja van, akkor ez a
tengely biztosan fotehetetlenségi tengely, hiszen

az abra alapjan lathato, hogy ilyen tengely koriili z
forgasnal a szimmetrikus térfogatelem-parok Do !
perdiiletvektora a tengelyre szimmetrikusan
helyezkedik el, igy az ereddjiik és a teljes v

i \\\N
perdiilet is tengelyiranyu lesz. N, .
Konnyen belathat6, hogy egy derékszogl hasab P s v, G X v,
harom fOtehetetlenségi tengelye a harom v kifelé befelé

egymasra merdleges "kétfogasu" forgastengely,
a hengeré a  palasttal parhuzamos
szimmetriatengely és minden erre merdleges :
kétfogasu forgastengely, a gombé pedig minden i i

a kozépponton atmend tengely (abra). ' oldalnézet
A z s Z
A

i AN

| a

: y y y

e R S X
Hxx: eyy exx: eyy: ezz

Szabalytalan testnél a fOtehetetlenségi tengelyek szemlélet alapjan nem talalhatok
meg, de szamitdssal vagy kisérlet utjdn meghatarozhatok.

Szabad tengelyek
A tapasztalat szerint a testek akkor is végeznek forgd mozgést, ha nincs kiilsd
beavatkozéassal rogzitett forgastengely. Az ilyen — spontan kialakuld —

forgéastengelyeket szabad tengelyeknek nevezik.
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A szabad tengely kialakuldsa ¢és az, hogy milyen tengely lehet szabad tengely, jol
szemléltethetd az alabbi kisérletekkel.

KISERLETEK:

¢ Készitsiink egy derékszogli hasabot ugy, hogy az egyik élhossza sokkal
nagyobb legyen, mint a masik kettd, €s a rovidebb élhosszak kozott is legyen
Iényeges eltérés. Filiggessziik fel a hasdbot egy drétra a hosszi oldalaira
merdleges lapja kozepén ugy, hogy a felfliggesztés minden iranyban
megengedje az elfordulast. Ezutan a felfiiggesztd drotot forgassuk meg.
Kezdetben a hasab a hosszu oldalaval parhuzamos, fliggdleges tengely koriil
forog, de a szogsebességet ndvelve vizszintes helyzetbe ugrik 4at, és a
legrovidebb oldallal parhuzamos szimmetriatengely koriil forog tovabb.
Megjegyzés: a hosszanti tengely a hasab legkisebb-, a vizszintesbe fordulas
utani tengely pedig a legnagyobb tehetetlenségi nyomatéku, tomegkozépponton
atmend fotehetetlenségi tengelye.

¢ Hurok alaka kerékparlancot fliggessziink fel egy drotra tigy, hogy a hurok
Osszecsukodva logjon a droton, majd a drotot forgassuk meg. A lanc kezdetben
Osszecsukodva forog, majd a szogsebesség ndvelésekor egyszer csak vizszintes
helyzetbe ugrik at, a hurok a forgastengelyre merdleges sika korré tagul, és a
forgastengely a kor kozéppontjan megy at. Megjegyzés: a lanc elébb a
legkisebb-, azutan a legnagyobb tehetetlenségi nyomatéku, tdmegkdzépponton
atmeno tengely koriil forog.

Az itt szerzett tapasztalatok egyeznek az altaldnos tapasztalatokkal, amelyek szerint

szabad tengely

¢ csak fotehetetlenségi tengely lehet,

¢ csak tomegkozépponton atmend tengely lehet,

¢ stabilis forgas csak a legnagyobb- és a legkisebb tehetetlenségi nyomatéku
fotehetetlenségi tengely koriil jon 1étre (el6bbi a stabilabb).

A fenti tapasztalatok elméletileg is értelmezhetdk, ha megvizsgaljuk a szabad tengely

1étrejottének feltételeit. Egy tengely koriil forgd test egy térfogatelemére (pl. az i-

edikre) a centripetalis eré hat (a nehézségi erét most elhanyagoljuk), ami az abra

jeloléseivel:
F =-4mo’R,. —
Ugyanennek az erOnek forgatonyomatéka is van: e
M, =r, xF,.

A forgashoz sziikséges eredd er6 ¢és eredd
forgatonyomaték:

F= —Z Am;»°R, Fr

M= Zri xF,
Ezt az er6t és nyomatékot a tengelyek rogzitése NN
(csapagyak) adja.
Ha a test tomegeloszlasa olyan, hogy egy tengely koriili forgasnal fennéllnak az

F=0, M=0

feltételek, akkor a tengelyre hatd erdk és forgatonyomatékok ereddje is nulla, a test
szabadon forog az adott irany koriil, és nincs sziikség tengelyre. A fenti feltételekbdl
meghatarozhatd, hogy milyen tengelyek johetnek szoba szabad tengelyként.
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Az elso feltétel kovetkezményének kideritése érdekében a tomegelemek helyvektorait
bontsuk a tengellyel parhuzamos (r,|)- és arra merdleges (R;) OsszetevOkre, majd

tegylik ugyanezt a tomegkozéppont helyvektoraval is (r é¢s Ry ). A test

7K] |
tomegkozéppont-vektora igy

1 1 1 1
re =— > Amr, =—>» AmA\r, +R. )J=—>» Amr, +— > AmR. = +R .
TK mZ ivi mZ l(,H 1) mZ il mZ TN 7K| | K
Eszerint a tomegkozéppont-vektor tengelyre merdleges dsszetevdjét megado vektor
1
Ry = —ZAml.Rl. .
m-;

Ezzel az erdkre vonatkozo F =0 feltétel az alabbi alakba irhato:
ZAmia)ZRi =w’mRy =0.

Ez csak ugy teljesiilhet, ha Rzx=0, vagyis a tomegkdzéppont a tengelyen van. Szabad
tengely tehat csak tomegkozépponton atmend tengely lehet.

Az, hogy a szabad tengelynek mindig fotehetetlenségi tengelynek kell lennie, a
nyomatékra vonatkozo M =0 feltételbdl kovetkezik hosszabb szamolas utan, amit itt
melléziink'.

Merev test forgasa rogzitett pont koriil, a porgettyi

A szabad forgasénal kevesebb, a rogzitett tengely koriili forgasénal tobb a szabadsagi foka a
mozgasnak, ha a test egy pontja rogzitett, és a forgds ekortl torténik. Az ilyen moédon mozgo
testet porgettytinek nevezik. C
A porgettylik mozgésanak leirdsa szempontjabol fontos a forgod test 1
alakja is. Itt csak azzal az egyszerl esettel foglalkozunk, amikor a ‘
homogén anyagu porgettyli hengerszimmetrikus, és a forgaspont a C
szimmetriatengelyen van (4bra). Ez egytttal azt is jelenti, hogy a
sulypont a szimmetriatengelyen van, ¢és a porgettyli harom B
fotehetetlenségi nyomatéka (@ ,,0,,0.) kozil kettd megegyezik
(O, =05 #0O,). Az ilyen porgettylit szimmetrikus porgettyiinek A
nevezik.
'O

|
A porgettylik mozgasanak vizsgalatdnal két alapesetet érdemes megkiilonboztetni:

¢ Ha a kiils6 erdk rogzitett forgaspontra vonatkozo forgatonyomatékainak ereddje nulla,
akkor eromentes porgettyirél beszéliink. Nehézségi er6térben ez a feltétel rendszerint Ggy
valosithatdo meg, hogy a rogzitett (alatdmasztott) forgaspont a test stilypontjaban van.

¢ Ha a kiilsé erék forgatonyomatéka a forgaspontra vonatkozéan nem nulla, akkor a
porgettyl neve sulyos porgettyii. Az elnevezés azzal fiigg 6ssze, hogy nehézségi erdtérben
ez altaldban azt jelenti, hogy a forgaspont (aldtdmasztasi pont) nem esik egybe a
stlyponttal, ezért a sulyerdnek a forgaspontra vonatkozé forgatonyomatéka altaldban nem
nulla.

" A szamolas megtalalhaté: Budé A.: Kisérleti Fizika I.
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Erdmentes, szimmetrikus porgettyii mozgdsa, a nutdcio
Az erOmentes szimmetrikus porgettyli mozgéasanak vizsgalatat kisérlettel kezdjiik:

KISERLET:

Sulypontjaban (O) alatdmasztott porgettytit ferdén allo szimmetriatengelye (C) koriil
gyorsan megforgatjuk (baloldali &bra). Ekkor a porgettyli a tengelye iranyat
megtartva forog. A szimmetriatengelyt kissé kibillentve (a jobboldali abran a
fliggblegeshez kozelitve), a tengely egy kip mentén korbeforog. A jelenség neve:

nutacio.

‘.\ 8
4
(@]

A megforgatott porgettyli szimmetriatengelye szabad tengely, tehat akoriil foroghat a
test. A forgastengely az irdnyat azért tartja meg, mert tengelyiranyu perdiiletet adtunk
a porgettylinek, és ez megmarad, hiszen nincs kiilsé forgatonyomaték. Itt tehat a C
szimmetriatengely, az ® vektor (forgastengely) és az N perdiletvektor iranya
egybeesik.

A kibillentéskor megvaltozik a perdiilet, de a kiilsé hatds megsziinése utdn az 0j
perdiillet megmarad. A 10kés hatdsara azonban a
szimmetriatengely ¢és az ® vektor (pillanatnyi c
forgastengely) irdnya sem egymassal, sem pedig a
perdiiletvektor iranyaval nem egyezik meg tobbé. N
Az alapos megfigyelés azt mutatja, hogy a
szimmetriatengely és a pillanatnyi forgéastengely a

perdiiletvektor rogzitett irdnya koril egy-egy kup ! -
mentén korbeforog, ugy hogy C, @ és N mindig egy ! ® -7
sikban vannak (4bra). Az egyiittes korbeforgds oka / e

. . : .| o<
lényegében az, hogy az o vektor (pillanatnyi |/ “_-7 nutacios
forgastengely) most nem esik egybe a C tengellyel, // o kap A

ezért a C tengely kifordul az A és C altal meghatarozott
sikbol. Ez azonban csak ugy torténhet, hogy az N
perdiiletvektor alland6 marad. Ha a perdiiletet 4 ¢és C tengely iranyt komponensekre

bontjuk (abra), akkor azt irhatjuk, hogy c
N,=0,0, N N
N¢ =060, c

(A és C fotehetetlenségi tengelyek). Mivel a C tengely
elfordulasa miatt N és wc 1s kifordul az A és C altal
meghatarozott sikbol, N allandosaga miatt Ny-nak €s @y-

nak is ugyanezt kell tennie, vagyis az ® vektor egyiitt
forog a C tengellyel az allando N perdiiletvektor koriil. N, o, A
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Ha olyan erémentes porgettylit készitiink,
amely tetszdleges iranyban elfordulhat
(Cardano'-féle felfiiggesztés; abra), és ezt ugy
hozzuk forgasba, hogy a forgastengely és a
perdiiletvektor iranya egybeesik a
szimmetriatengellyel, akkor a porgettyl ezt a
forgastengelyt akkor is megtartja, ha az
alatamasztasa elfordul. Az ilyen,
tengelyiranyat megtarto porgettytit
giroszkopnak nevezik. Ennek a viselkedésnek
egy példaja, hogy a Fold egyenlitdjén Kelet-
Nyugat irdnyu, vizszintes tengely koriil forgasba hozott giroszkdép tengelye a Fold
forgasa miatt egy negyed nap alatt fliggdéleges iranyava valik (valgjdban megtartja az
iranyat, és a Fold fordul el).

Stulyos, szimmetrikus porgettyii mozgdsa, a precesszio

Ha a porgettyli forgaspontjara vonatkozo forgatdnyomaték nem nulla, akkor mozgésa
lényegesen eltér az erdémentes porgettyliétol. Az ilyen porgettyli gyakori esete, hogy a
kiils6 forgatonyomaték a nehézségi erdtdl szarmazik, vagyis a porgettyli forgaspontja
(O) nem esik egybe a sulyponttal (S). Az ilyen porgettytit sulyos porgettyiinek nevezik.
(Megjegyezziik, hogy sulyos porgettylinek szigortian véve azt a porgettylit nevezik,
amelynél az S az O pont felett van; ha S az O pont alatt van, akkor porgettyiis ingarol

beszéliink.) forgas

KISERLET:

Stulypontja (S) alatt alatdmasztott (O) pdorgettylit
ferdén 4ll6 szimmetriatengelye koriill gyorsan
megforgatjuk, ¢és magara hagyjuk. A porgettyl
tovabbra is a szimmetriatengelye koril forog, de ez a
tengely kupfeliiletet leirva lassan korbeforog (dbra). A
jelenséget precesszionak nevezik.

A szimmetriatengely koriili gyors forgatas biztositja, hogy a C szimmetriatengely, az
® vektor (forgastengely) és az N perdiiletvektor irdnya egybeesik (@, >> w, ezért

N.>> N, vagyis N ~ N ). Most azonban a porgettyiire a G sulyeré az O pontra

vonatkoz0, az abra sikjara merdleges, befelé mutato forgatonyomatékot fejt ki. Mivel a
mozgasegyenlet szerint
dN =Md:t

a perdillet a forgatonyomaték-vektor iranyaban megvaltozik. Mivel az N
perdiiletvektor a szimmetriatengellyel egybeesik, a szimmetriatengely irdnya a
perdiilettel egyiitt valtozik. Esetlinkben ez azt jelenti, hogy a tengely mindig a sulyerd
¢s a tengely altal meghatarozott sikra merélegesen mozdul el: a tengely csucsa koron,
a tengely maga egy kupfeliileten mozog.

A precesszid még latvanyosabban bemutathat6 egy biciklikerék segitségével.

! Gerolamo CARDANO (1501-1576) olasz természettudos
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KISERLET:
Egy vizszintes tengelyli biciklikereket gyorsan

megforgatunk, és a tengelyt egyetlen pontjan madzaggal

felfiiggesztjilk (4bra). Ekkor a kerék tovabbra is a « o N
vizszintes (szabad) tengely koriil forog, de a tengely 0 %
vizszintes sikban fliggdleges tengely koriil korbeforog. ® o dN
M (befelé)
(befelé)
A tengely korbeforgdsanak szogsebessége, vagy mdas szdval a precesszio
szOgsebessége a  mozgasegyenlet .
alapjan varhatéan ardnyos a kiilsé |
forgatonyomatékkal, de pontos értéke is |
kiszdmithatd ~a  mellékelt  4brak |
segitségevel.
A precesszid szogsebessége
dg
Q =—.
Poodt
Az abra alapjan:
d9 = _dNc ,
Nesing
masrészt a mozgasegyenletbol
dN, = Mdt,
igy
Qp = L Qp
N sing N
Ha a nyomaték a nehézségi er6tdl szarmazik, akkor az . N, §
abra alapjan O % ®c
M = Gssing = mgssing, M G
ezért (befelé)
o, =8 mes
Ne  Ocac
A porgettylinyomaték

A precessziot egy a porgettylivel kolcsonhatasban allo test altal kifejtett

forgatonyomaték okozza. Newton III. tdrvénye
értelmében a porgettyli ugyanekkora, de ellentétes
iranyu forgatonyomatékot fejt ki a kdlcsonhato testre.

M?

Ezt a forgatonyomatékot porgettyiinyomatéknak \ forgatés
nevezik.
A precessziot 1étrehozé nyomaték a korabbiak F* -F "‘/ ®
alapjan: ‘\.\ \"\TE

M =Q,Ncsing \F S -F*

M=Q,xN=60Q,xoc. forgatas P
A porgettylinyomaték ennek megfelelden:
*=-M= NCXQp :@COJCXQp. + M*=-M
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A porgettylinyomatékot mutatja az alabbi kisérlet (fenti abra).

KiSERLET:

Hozzunk forgasba egy vizszintes tengelyen forgd biciklikereket, €s a tengelyt
probaljuk fiiggdleges sikban az dramutatd jarasaval ellentétesen elforditani (4bra).
Ekkor azt érezziik, hogy a tengelynek fiiggdleges sikban torténd elforgatasa csak
akkor sikeriil, ha a két keziink a tengelyt megtartd erépart (az abran F és -F) fejt ki.
Ez az er6par a tengelyt vizszintes sikban az 6ramutatd jarasaval ellentétes irdnyba
forgatna el (ez felfelé mutato M forgatonyomaték-vektort jelent). Ez a tengely
elforgatdsdhoz (€2,) — azaz a precesszibhoz — sziikséges nyomaték. Ennek
ellenhatasaként megjelend erépar (az abran F* és -F*) hatasat érezziik a keziinkon,
ami a tengelyt vizszintes sikban az oOramutatd jarasaval egyezd iranyban akarja
elforgatni. Ez okozza az M* porgettylinyomatékot.

Alkalmazasok

A porgettylik sajatos viselkedésének szdmos megnyilvanuldsat megfigyelhetjiik,

illetve felhasznalhatjuk, amelyek koziil néhdnyat itt megemlitiink.

¢ Az erémentes porgettylinek azt a sajatsagat, hogy forgastengelyének iranyat
megtartja, mozgasok stabilizalasara lehet hasznalni (hajokon, egysinii vastton erre
nagy tehetetlenségi nyomatéku porgettylit hasznalnak, a diszkoszvetd a diszkoszt
porogve hajitja el, emiatt a diszkosz fliggdlegeshez képest ferde sikjat megtartja,
igy egy allando felhajtéerdé 1ép fel, amitdl messzebbre repiill a diszkosz, a
16vedékek is porogve repiilnek ki a fegyver csévébdl, ami szintén a mozgas
stabilizalasat szolgalja)

¢ Az erOmentes porgettyl érdekes alkalmazasa az in. porgettylis iranyti, amely egy
fliggbleges ¢és vizszintes tengely koriil szabadon elforduld porgettyli (baloldali
abra). Ha egy ilyen porgettylit gyors
forgasba hozunk, akkor tengelye a
Foldon Eszak-Déli iranyba all be,
vagyis irdanytliként haszndlhat6. Ennek
oka a Fold forgasabdl szarmazd
Coriolis-er6. Ez a jobboldali &bra
segitségével érthetd meg, ahol a
porgettyli sematikus feliilnézeti rajza
lathaté. A Fold szogsebességvektora
(wF) az éabran felfelé, a porgettyl
szogsebességvektora (m¢) Eszakkelet
felé mutat. A porgettylinek az abra sikjaban 1évé tomegelemei a tengelytdl jobbra
az abra sikjara merdlegesen befelé (Vi) a baloldalt 1évdk kifelé (vi;) mozognak.
Ennek megfeleléen az Fc=2mvxwr Coriolis-erdé a jobboldali tomegelemekre jobb
felé (Fc»), a baloldaliakra bal felé (Fc;) mutat, igy egy olyan erépar jon létre,
amely a porgettyli tengelyét az Eszak-Déli iranyba forgatja be (ez az egyensulyi
helyzet, mert ekkor nulla a forgatonyomaték).

¢ A kerékpar egyensulyanak stabilizalasaban is szerepet jatszik a porgettyiihatds. Ha
a kerékpar valamilyen okbol a haladasi iranyhoz viszonyitva jobbra dél, akkor a
sulypont az alatamasztastdl jobbra keriil, ezért fellép egy elére mutatd
forgatonyomaték. Emiatt az els6 kerék perdiilete — amely balra mutat — a haladas
iranyaban valtozik meg. Igy a kerék perdiiletvektora, és vele egyiitt a kerék
tengelye jobbra fordul, és az aldtdmasztas a sulypont fel¢ mozdul el: a
porgettylihatas a kerékpar stabilizalodasat segiti eld.

Y
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¢ Jobbra kanyarodd jarmii kerekeinek tengelye a haladasi irdnyhoz viszonyitva
jobbra fordul, tehat a precesszid szogsebességvektora lefelé mutat. A kerék
szogsebességvektora balra mutat, ezért az uUtra (sinre) hatd porgettylinyomaték
vektora (M*=OcwxQ,) hatrafelé¢ mutat. Ez a forgatonyomaték az ut kiilsé oldalan
1év0 baloldali kereket ranyomja az Utra, az ut belsd oldalan 1év6 jobboldali kereket
pedig megemeli, ami (az egyidejileg fellépd centrifugalis erdvel egyilitt)
felboruldshoz vezethet.
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Szilard testek alakvaltozasa

A mozgas leirasara hasznalt modellek koziil eddig a tomegpont-, a pontrendszer- és a merev
test-modellel foglalkoztunk. A merev test-modell mar figyelembe veszi a valosagos testeknek
azt a Iényeges sajatsagat, hogy nem pontszeriiek, hanem kiterjedtek, €és lehetdséget ad az ezzel
kapcsolatos uj mozgasi lehetdségek leirasara is. De a valosagos testnek a merev test is eléggé
durva kozelitése, hiszen ez a modell valtozatlan alakot (és ezzel valtozatlan térfogatot) tételez
fel, és tudjuk, hogy ha a testeket kiilsé hatas éri, akkor az alakjuk és a térfogatuk is
megvaltozhat.

Valosagosabb — de egyben bonyolultabb — modellekhez jutunk, ha alakvaltozast, deformaciot
is feltételeziink. A deformalhat6 testek durvan két nagy csoportba oszthatok: vannak testek,
amelyek tobbé-kevésbé meghatarozott alakkal rendelkeznek, ezek a ,,hétkdznapi értelemben”
vett szildrd testek’, és vannak olyanok, amelyeknek nincs sajat alakjuk, ezek a folyadékok és a
gazok.

A deformalhat6 testek viselkedésének leirdsara alapvetden két modszer hasznéalhatd. Az egyik
megkozelités az anyag atomos szerkezetébdl indul ki, és ennek felhasznalaséval irja le a test
viselkedését. Ez a mikroszkopikus modszer azonban az esetek tobbségében nagyon bonyolult,
¢s legtobbszor nincs is sziikség arra, hogy a jelenségeket az atomok mozgdsara vezessiik
vissza. A masik, a gyakorlatban legtobbszor hasznalt eljardas a makroszkopikus-, vagy
fenomenologiai moddszer, amely feltételezi, hogy a testet alkotd anyagnak nincs belsd
szerkezete, a test tomege folytonosan tolti ki a test térfogatat, és a test sajatsagait
tapasztalatbol vett anyagi allandokkal veszi figyelembe. A deformalhato testek vizsgalatanal
itt a fenomenologiai modszert kovetjiik.

Egy deformalhat6 test mozgasanak elméleti leirdsdnal a feladat az, hogy adott kiils6 hatas
esetén meghatarozzuk a test pontjainak mozgasat. A problémat az okozza, hogy ebben az
esetben nem csak a testet, mint egészet kell vizsgalni, hanem a test pontjainak egymashoz
viszonyitott mozgasat, vagyis a test alakvaltozasat, deformaciojat is.

A test egyes pontjainak elmozduldsat és sebességét elméleti uton ugy hatirozhatjuk meg,
hogy a testet felosztjuk igen kis térfogatelemekre, és szdmba vessziik az egyes térfogatelemek
kolesonhatdsabol szdrmazo, a térfogatelemek feliilete mentén miikodd feliileti erdket és a
térfogatelemek egészére hatd, a térfogatelem térfogataval (illetve tomegével) ardnyos un.
terfogati eroket. Ezutan felirjuk az egyes térfogatelemek mozgasegyenletét, majd a
térfogatelemekre torténd Osszegzéssel megkapjuk a deformalhatd test mozgdsegyenleteit.
Ezek éaltaldban bonyolult differencidlegyenletek, amelyeknek megolddsa — a kiilsé hatas
jellegétdl, a test tulajdonsagaitol és a test alakjatol fliggéen — igen bonyolult lehet.

A deformalhat6 testek koziil eldszor a merev testekhez legkozelebb allo, deforméalhato szilard

testekkel foglalkozunk. Mivel a testnek, mint egésznek a mozgésat le tudjuk irni a merev

A deformalhato szilard testek alakvaltozasa kétféle lehet

— a rugalmas alakvaltozas soran a test kiilsd hatasra bekovetkezd alakvaltozisa a hatés
megszlintekor megsziinik, a marad6 alakvaltozas elhanyagolhat6. Az ilyen moddon
viselkedd testeket rugalmas testeknek nevezik.

— a marado- vagy plasztikus alakvaltozas soran a test az alakvaltoztatd hatds megsziinte
utan eredeti alakjat nem nyeri vissza, az alakvaltozas részben megmarad. Az alakvaltozasi

" A fizikdban szilard test alatt gyakran kristalyos anyagot értenek, itt ezt a kifejezést altalanosabb értelemben
hasznaljuk.
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»hajlam” novekedésével az ilyen testek viselkedése egyre inkabb a folyadékokéhoz
hasonlit.

Az alakviéltozas altalanos elméleti leirdsa altaldban nehéz. A leirdst egyszeriibbé teszi, ha a
test rugalmas, vagyis kiilsé hatasra megvaltoztatja az alakjat, de a hatas megsziinése utan az
eredeti alakja visszadll, tehat nincs maradé alakvaltozas. Annak ellenére, hogy tokéletesen
rugalmas test a valésagban nincs, ez a modell nagyon sok esetben jol hasznalhat6 a val6sagos
testek viselkedésének leirdsara, mert a marad6 alakvaltozas gyakran elhanyagolhato.

Tovabbi egyszertsitést jelent, ha a test anyaga homogeén és izotrop, vagyis a test tulajdonsagai
nem fliggnek sem a helytdl sem az iranytol.

A tovabbiakban elsésorban idedlisan rugalmas viselkedést, homogen, izotrop testekkel
foglalkozunk.
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Rugalmas alakvaltozas

A rugalmas test alakjat valamilyen kiilsd hatds valtoztatja meg. A 1étrejott alakvaltozas
kovetkeztében a test belsejében rugalmas erdk 1épnek fel, ezek adjak a bevezetoben emlitett
feliileti erdket, amelyek a mozgéasegyenletben szerepelnek. A deformdlhatd test
mozgasegyenletei azonban még homogén, izotroép, rugalmas anyag esetében is bonyolult
differencidlegyenletek.

Konnyebb a helyzet, ha csak a testnek a kiilsd hatds kovetkeztében 1étrejott 0j egyensulyi
dllapotara vagyunk kivancsiak. Mivel a kiils6é hatas altal a test belsejében ébresztett rugalmas
erék a kiils6 hatés ellenében hatnak, és a deformacié novekedésével nének, egy bizonyos — a
kiils6 hatdstol fiiggd — alakvaltozds esetén egyensulyi allapot alakul ki. Az egyenstlyi
allapotra vonatkozo alapegyenletek a mozgasegyenletekbdl szarmaztathatok. Sajnos altalaban
ezek az egyenletek is eléggé bonyolultak. Ilyen egyenletek felirasaval és megoldéasaval
foglalkozik az elméleti rugalmassagtan, amivel késébb a Mechanika targyban talalkoznak.
Szerencsére vannak olyan alakvaltozasok, amelyeknél az 0j egyensulyi allapotban a test
pontjainak helyzete viszonylag egyszerti 0sszefiiggéssel kifejezhetd, és az alakvaltozasnak a
kiils6 hatdssal valdo 0Osszefliggése is egyszerien megadhatd. Ezekben az esetekben az
alakvaltozas rendszerint kisérleti uton is konnyen nyomon kovethetd. Az egyszeri
deformaciok koziil kiillondsen fontos a myujtas illetve dsszenyomds és a nyirds, mert egy
homogén, izotrop rugalmas test minden alakvaltozasa visszavezethetd erre a két
alakvaltozasra. Tovabbi, egyszerlibb alakvaltozdsok a minden oldalrdl torténd Osszenyomas,
amit kompresszionak is neveznek, tovabba a hajlitas és a csavards. A tovabbiakban ezekkel
az egyszeri alakvaltozasokkal foglalkozunk.

Nyujtas és 6sszenyomas

Ha egy hosszl, mindeniitt azonos keresztmetszetii testet egyik végén rogzitiink, a masik
végén pedig a keresztmetszetére merdleges erdt fejtiink ki, akkor megvaltozik a testnek az
erével parhuzamos hossza. Az ekdzben bekdvetkezd alakvaltozast szemlélteti a mellékelt

abra, ahol a rugalmas test-modell rugokkal Osszekapcsolt sikokbol all (baloldali 4bra). A
sikok az alakvaltozas szemléletesebbé tételét szolgaljak. A modell-test also sikja rogzitett, az
erd a felsd hatarold sikra merdleges. A nyujtas (koz€psO abra) €s Osszenyomads (jobboldali
abra) esetén a sikok egymassal parhuzamosak maradnak, de megvaltozik az egymastol mért
tavolsaguk (abra).

A nyujtdas és Osszenyomas sordn bekovetkezd

alakvaltozas ¢és az alkalmazott er6 kozotti —;
Osszefliggést legegyszerlibben mérés segitségével {/
allapithatiuk meg. Ha egy hossza, vékony, [ ] /-

mindeniitt azonos keresztmetszetli rad vagy szdl ——
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egyik végét befogjuk, a masikat a rad irdnyaban, a keresztmetszetére merdlegesen hatdé F
nagysagi erdvel meghtuzzuk, akkor a rid hossza megnd (4bra). Nem tal nagy A4¢
hosszvaltozasnal a tapasztalat szerint a hosszvaltozas aranyos az erdvel, az eredeti hosszal (4,
forditva aranyos a keresztmetszettel (A4):

ae~*.
A

Az alakvaltozas jellemzésére érdemes bevezetni a relativ hosszvaltozast megadd &=—

deformaciot, a kiils6 hatast pedig célszerli a keresztmetszetre merdlegesen hato erd és a

keresztmetszet o = i hanyadosaval jellemezni. Ezekkel a mennyiségekkel a fenti aranyossag

az egyszeriibb o ~ ¢ alakba irhatd. Az 6sszefliggést altalaban a

o=F¢
alakban hasznaljak, ahol az E arinyossagi tényezé a Young-modulus’, ami kisérleti Giton
hatdrozhaté meg. A Young-modulus adott kiilsé koriilmények (pl. adott hdémérséklet) mellett
a tapasztalat szerint csak az anyagi mindségtdl fiigg. Ugyanez az Osszefiiggés érvényes a rad
Osszenyomasakor is, csak ekkor AZ rovidiilést jelent.
Az itt bevezetett o mennyiséget (feliilletre merdleges erd és a feliilet hanyadosa) altalaban
normalis  fesziiltségnek mnevezik, nyujtds esetén hasznalatos még a huzofesziiltség-,
Osszenyomasnal pedig a nyomas elnevezés. A nyomas jelolésére o helyett rendszerint a p
szimbolumot hasznaljak.
A rugalmas testek kismértékii alakvaltozasanal altaldban is érvényes, hogy az alakvaltozast
jellemzé mennyiség (deformacio) a kiilsé hatast jellemzé mennyiséggel (fesziiltség) linedris
kapcsolatban van. Ez a tapasztalati osszefiiggés a Hooke-torvémy’, amely esetiinkben a
o = E¢ alakot olti. (Az ilyen viselkedést kifejezd dsszefiiggés a gyakorlatban igen kiilonb6z6
konkrét alakokat 6lthet, de rendszerint valamennyit Hooke-torvénynek nevezik.)

Harant 6sszehuzodas és -tagulas

Ha a rad nyugjtasanal vagy Osszenyomasanal bekdvetkezd alakvaltozast pontosabban
megvizsgaljuk, akkor azt talaljuk, hogy a rid harant
iranyt mérete is megvaltozik, ami a rad huzéasanal ‘
harant 6sszehuizodast, a rad dsszenyomasanal pedig T

harént taguldst jelent (az é&bran a Tharant G o [ h hoahl s o
Osszehuzodés lathatd, az attekinthetdség kedvéért :
nem méretaranyosan).

A tapasztalat szerint a harant iranyG méret &N

megvaltozasa (Ah) aranyos az eredeti mérettel (/) és

a relativ hosszvaltozéassal, csak az eldjele ellenkezd (nyUjtasnal Osszehuzodas,
Osszenyomasnal tagulas):

Ah = —,uhATf= —tthe .

Az Osszefiiggés szokasosan hasznalt alakja

a_a
n Mo

" Thomas YOUNG (1773-1829) angol fizikus
2 Robert HOOK (1635-1703) angol fizikus
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A u ardnyossagi tényezé az anyagi mindségtél fiiggd allandé, a Poisson-szam'.

Terfogatvaltozas nyujtasnal
Egy rud nytjtasanal a rud térfogata is megvaltozik. Példaként egy ¢ hosszusagu, hxh
keresztmetszetli hasabot vizsgalunk, amelynek méretei az alakvaltozas utan az £ +4 ¢ illetve
h+Ah értéket veszik fel. A térfogatvaltozas:

AV = (€ + AlNh + Ah) — th = ° + 2hAh + EAR° + WP AL + 2AhAh + ALAR® — &’

amibdl — a masod- és harmadrendiien kicsi tagok elhanyagoldsa utan — a

AV = 20 Ah + h* AL = 412(2A—h+A—Zj = V(ZA—h+A—/]
h £ h £
Osszefiliggést kapjuk.
Mivel
Ah A
o e

a térfogatvaltozas
Al
AV = VT(J —2u),
a relativ térfogatvaltozas pedig
AV (1-2 )Al

JEE——, T
~

v My
AC . L , e
Ha va -t kifejezziik a megnyulast okoz6 fesziiltséggel, akkor a

v (1-24)
V E

Osszefiiggést kapjuk. A relativ térfogatvaltozas — a véarakozasnak megfeleléen — aranyos a
fesziiltséggel €s a nyujtast és harant 6sszehuzodast jellemzo két rugalmas allandotol fiigg.

Térfogatvaltozas minden oldalrol torténo 6sszenyomasnal (kompresszio)

Ha egy testet minden oldalrél hato, a feliillet minden pontjan azonos nyomasnak (p) tesziink ki
(4bra), akkor ehhez a nyomashoz tartozik egy meghatarozott
egyensulyi térfogat (/). Ha a nyomdst megnoveljik
(p'=p+4p), akkor lecsokken a test térfogata
(V'=V —AV ). A tapasztalat szerint a térfogatvaltozas
aranyos a Ap nyomasvaltozassal és az eredeti V' térfogattal
AV ~VAp,
vagyis érvényes a Hooke-torvény.
Az  ardnyossagi  tényez0 egy  anyagallando, a
kompresszibilitas, amelynek jelolésére leggyakrabban a x
szimbolumot haszndljak. Az eldjeleket is figyelembe véve, a
Hooke-torvény itt a

=

alakba irhatd.

! Siméon Denis POISSON (1781-1840) francia matematikus és fizikus
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A fenti Osszefliggést gyakran a

o LAV _av
KV V

alakban hasznaljak, ahol K = L a kompressziomodulus.
K

Példaként egy £ élhossza kocka kompressziojat szamitjuk ki.
Feltételezziik, hogy érvényes a szuperpozicio elve, igy a teljes térfogatvaltozast a harom
lapparra hat6 nyomas miatt fellépo térfogatvaltozasok 6sszegeként szamitjuk ki:

Al AF Ap
AV =34V, = -3V (1=20) 2% = 230 (1= 20) 25 = Z30(1- 2u) 22
i ( ﬂ)e ( #)AE ( #)E

Ebbdl
av :—31_2’uAp,
Vv E
vagyis a kompressziomodulus kifejezhetd a korabban bevezetett 2 allandoval:

co3iz2n

Mivel Ap > 0-nél AV < 0, a Poisson-szdmra fennall, hogy u < é .

Hajlitas

A hajlitassal részletesebben nem foglalkozunk, csupan megprobaljuk szemléltetni, hogy mi
torténik, ha egy egyik végén rogzitett
hasabot meghajlitunk. A mellékelt dbran
az alakvaltozast a rugokkal
Osszekapcsolt sikokbdl all6 modellen
szemléltetjik. A hasab als6 sikja
rogzitett, a hajlitdst az abran jelzett
erokkel hozzuk létre. Ezek hatdsara a
test meghajlik, jobboldaldan a sikok
tavolsaga lecsokken, tehat a test itt
0sszenyomodik, a baloldalon viszont a
siktdvolsadg nd, tehat itt a test megnyulik. Mivel a siktavolsag jobbrdl balra egyenletesen nd,
kozépen a sikok tavolsdga az eredeti, deformadlatlan allapotnak felel meg (4bra). Ettdl a
valtozatlanul maradt Un. neutralis siktol jobbra 0sszenyomas-, attol balra nyujtas kovetkezik
be. Az abra alapjan sejthetd, hogy a hajlitds nyujtasra és 0sszenyomasra vezethetd vissza. A
részletesebb elemzések, amelyeket itt nem targyalunk, valoban igazoljak ezt a sejtést.
A kisérletek és szamitasok azt mutatjak, hogy ha egyik végén rogzitett rudat a masik végén a
radra merdleges F' erdvel hajlitunk (4bra), akkor
a rad végének s lehajldsa az alabbi
Osszefiiggéssel szamithato ki:
3
S :i d —F.

E ab
Lathat6, hogy a lehajlas kiszamitasdhoz az N
anyagallandok koziil csak az E Young-
modulusra van sziikség. Ennek éppen az a magyarazata, hogy a hajlitas visszavezetheto a rad
kiilsé ivén alkalmazott nyujtasra és a belsd iven alkalmazott 6sszenyomasra.
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Nyiras

A nyirast legegyszeriibben egy téglatest alaki hasdbon lehet bemutatni. Egy alapjanal
rogzitett hasab nyirasa olyan erd hatdsara
kovetkezik be, amely a rogzitett alappal
szemkozti feliiletre hat, és a feliilettel
parhuzamos. Ezt az alakvaltozast mutatja a
korabban is hasznalt modell segitségével a
mellékelt abra, ahol az alakvaltozast a ;
rugokkal Osszekapcesolt sikok elmozduldsa szemlélteti. A tiszta nyirdsnal a sikok egymassal
parhuzamosak maradnak, s6t a tdvolsaguk sem valtozik, de a sikok mentén elcsusznak
egymashoz képest. A modell-test felso sikjara hat6, a sikkal parhuzamos erd a nyiroero.

A hasabra hatd erdket oldalnézetben mutatja a kovetkezé abra. Az erd parhuzamos a
feliilettel, amire hat (a) abra), a rogzités hatasat itt egy erdvel helyettesitettiik. A valdésagban
egyensulyi allapotban a nyiras hatdséra két 5 =

masik erd is fellép, mert a test csak akkor van e -

egyensulyban, ha az erdk ¢és a
forgatonyomatékok ereddje is nulla (b) abra). al /]
Az alakvaltozast a y = o relativ elmozdulassal 5

e ASETE———

a —
jellemezhetjiikk, amit nyirdsi deformdcionak F
neveznek (ez kis elmozdulasndl az dbran a)

lathato y szoggel egyenld). A kiils6 hatas jellemzésére a feliilettel parhuzamos F nyiroerd és
az A felilet 7= 7 hanyadosat hasznalhatjuk. Azt igy definidlt 7 mennyiséget

nyirofesziiltségnek nevezik. A tapasztalat szerint kis deformaciok esetén ebben az esetben is
érvényes a Hooke-t0rvény, vagyis a 7 nyirofesziiltség és a y nyirasi deformacio kozott
linearis 0sszefliggés van

t=Gy.
Itt G az anyagi minOségtdl fiiggd nyirdsi- vagy torziomodulus, amelyet kisérleti uton lehet
meghatarozni.
Kimutathato, hogy

E

21+ p)’
vagyis ez az anyagallando is visszavezethetd a korabban bevezetett kettore.

Csavaras

Bar a derékszogli hasab nem a legalkalmasabb a tiszta csavards bemutatasara, szemléletessége
miatt erre a célra mégis a mar ismert modellt hasznaljuk (abra). A
csavarast az abran lathato forgatassal hozhatjuk létre. Tiszta
csavards soran a sikok egymassal parhuzamosak maradnak,
egymashoz viszonyitott tavolsaguk sem valtozik, de egymashoz
képest két iranyban is elcsusznak. Ebbdl sejthetd, hogy a tiszta
csavaras nyirasra vezetheto vissza.

A csavaras legegyszeriibb esete az, amikor egyik végén rogzitett
hengeres test masik végére a henger tengelyével parhuzamos
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forgatonyomaték hat. Ekkor a hengeres test csavard hatdsnak kitett vége elcsavarodik. A
tapasztalat azt mutatja, hogy az elcsavarodds ¢ szdge ardnyos az M csavard

forgatonyomatékkal

4
a

M~ I

(itt @ a henger sugara, L a hossza). A pontos Osszefiiggést nem til bonyolult elméleti
megfontolasokkal le is tudjuk vezetni.
Valasszunk ki a hengeres testben egy r sugaru, elemi dr vastagsagu henger-héjat (abra).
Ennek deformécioja a sikka Kkiteritett, L magassagu
henger-héj As elmozdulassal jaré nyirdsanak felel meg. A
nyirasi szog:

_ds _r N}

4 . L ®.

A nyirott feliilet d4 = 2rzdr , a nyiréerd

dF = 1A =Gydd =G %¢2 radr .
Az elemi forgatonyomaték

dM =rdF = G27z%r3dr,

a teljes hengerre hat6 forgatonyomaték pedig
a 4 T
M =262 [rPdr=2G2—p.
Ly 2L

A kapott dsszefiiggés egyezik a tapasztalattal.

Ha a szokasnak megfelel6en bevezetjiik a

4
D* — 7Ga
2L
jelolést, akkor a szogelfordulas €s a forgatonyomaték osszefiiggése az egyszeriibb
M =D*¢p

alakba irhat6. (Ezt az Osszefiiggést hasznaltuk fel a merev testeknél targyalt torzids inga
rezgésének targyalasanal.)

A D* egyiitthat6 (amit gyakran direkcidés nyomatéknak neveznek) az anyagallandok koziil
csak a nyirasi modulust tartalmazza, annak megfelelden, hogy a csavarést visszavezettiik a
nyirasra.

A rugalmas allandok Gsszefiiggése

Lattuk, hogy homogén, izotrop rugalmas test esetén a bevezetett 4 rugalmas allando (E, y, &
G) kozott két osszefliggés van:

21+p)

Ez azt jelenti, hogy az ilyen test rugalmas viselkedését két rugalmas allando meghatarozza.

A rugalmas allandok a kérdéses anyagbol késziilt megfeleld probatesteken mérhetok (késobb
a laboratériumban ilyen mérésekre sor keriil). Igy példaul E a korabban felirt osszefiiggések
alapjan vékony rud, vagy szal megnyulasabol- vagy egy rud lehajlasabol-, G ugyancsak az itt
targyalt Osszefliggés segitségével egy rud csavarasabol- vagy egy rudra vagy szalra
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felfiiggesztett korong torzids rezgésébol hatarozhatdé meg (torzidés inga). Az E és G
ismeretében u €és x a fenti 0sszefliggésekbdl kiszamithato.

Rugalmas energia

Egy test deformaldsdhoz munkéat kell végezni. A rugalmas test azonban a deformdld hatas
megszlinte utan visszanyeri eredeti alakjat, és ekozben ugyanakkora munkat képes elvégezni,
mint amit a deformald erd végzett rajta. Ez azt jelenti, hogy a deformalt rugalmas testnek
egyértelmiien meghatarozott munkavégzé képessége, helyzeti energiaja van, amit rugalmas
energianak neveznek. Most meghatarozzuk a rugalmas energiat két specialis esetben.

Elészor kiszamitjuk egy mindeniitt azonos keresztmetszetli rugalmas rud megnyujtasakor
végzett munkat, aminek nagysaga megegyezik a megnyujtott test rugalmas energiajaval. Az
abran lathatd 4 keresztmetszetii, £ hosszusagu rudat x értékkel megnyujtott allapotban latjuk,

ekkor a rudat ny;té erd /
F=FEde=FEA™~ . = A
¢ 1
Tovabbi elemi dx megnyujtashoz K_/]—V F
x —+t
aw :Fdx:EA?dx 0 X X

munkat kell végezni.
A 0 és egy véges x érték kozotti megnyujtas sordn végzett W munkat, és egyuttal az £,

rugalmas energiat az elemi munkak 0sszegzésével, vagyis integralassal kapjuk meg:

W =E,, =IF(x)dx :%dex =Lﬁx2.
: (2 2t

EA . : .
Bevezetve a D = - jelolést, az x tavolsaggal megnyujtott rad rugalmas energidjara az

E =li2
2

rug

Osszefiiggést kapjuk. Itt feltételeztiik, hogy a Hooke-térvény a deformacié soran mindig
érvényes.
A rugalmas energiara kapott kifejezést tigy is atalakithatjuk, hogy a megnyuléas helyett a
az alabbi alakba irhat6:
X x dx

aw =dEmg =FA ?dx =EAe?7=EAe€d€=EV€d€,
ahol V' = A€ a test térfogata.
A 0-t0l ¢ értékig deformalt rad rugalmas energiaja tehat

E,, =EA[ade = LEew
2
0

A rugalmas energia térfogati siirlisége
rug ]
W = £ =—FE¢’,
4 2
ami az anyagi mindségen (az £ Young-moduluson) kiviil csak a test & deformaciojatol fiigg.
A rugalmas energia természetesen kifejezhetd az alkalmazott fesziiltséggel is, ha

felhasznaljuk a o = Es Osszefliggést. Igy a rugalmas energia tijabb kifejezéseit kaphatjuk:
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w., ELy YN B A
€2 2FE 2

Hasonl6 mddon kaphatjuk meg a rugalmas energiat egy téglatest alak(i rugalmas test nyirasa
esetén is. Egy 4 keresztmetszetii, # magassagu hasab nyirdsanal az erd
F=t14=G)4,
az elemi elmozdulés
dx =hdy,
igy a nyirderd elemi munkdja
dW =Fdx =GAhydy =GudyV
(V' =Ah ) a test térfogata).
A rugalmas energia

V4
1
E,, =GV [y = SOV,
0

a rugalmas energia térfogati siirlisége pedig

[P
Wrug :?G]/ .

A rugalmas energiat itt az anyag G nyirasi modulusa mellett a test y nyirasi deforméacidja
szabja  meg. Tovabbi  kifejezések a =Gy Osszefiiggéssel  kaphatok:

1, 1 5, 1
w,, =—Gy ' =—r1" =—11.
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Marado (plasztikus) alakvaltozas

Eddig feltételeztiik, hogy a vizsgalt test rugalmas, s6t azt is, hogy alakvaltozasanal érvényes a
Hooke-torvény, vagyis a deformacio aranyos a deformaciot okozo fesziiltséggel. A tapasztalat
szerint ez eléggé kis deformacidk esetén teljesiil.

A deformécié novelésével azonban a test alakvaltozasa eldszor a Hooke-torvénytol tér el,
tehat a deformécido rugalmas marad, de nem ardnyos a fesziiltséggel, majd marado
alakvaltozas 1ép fel.

Ha egy ismert hosszusagu ¢és keresztmetszetli test nyujtasa

soran mérjiik az er6t és a hosszvaltozast, majd kiszamitjuk  ° 4 b
a o fesziiltséget ¢és az ¢ deformaciot, felrajzolhatjuk a test — o, f—----- B C
nyGjtasara vonatkozo fesziiltség-deformacié (o—¢) gorbét. |7 N2
Ez a gorbe fontos informacidkat ad a vizsgalt anyag
alakvaltozasi tulajdonsagaira vonatkozoan. A mellékelt dbra 4
egy ilyen gorbét mutat sematikusan. o
Az A pontig az alakvaltozas koveti a Hooke-torvényt, az A- A (;C >
B szakaszon az alakvéltozds még rugalmas, tehat a —
fesziiltség megsziinése utan a deformacié eltlinik, de a o~¢ marado

. . . o s . alakvaltozas
aranyossag mar nem érvényes. A B ponthoz tartozik az a (e-,)

legnagyobb fesziiltség, amelynél a test még rugalmasan
viselkedik, ezt a o, fesziiltséget a rugalmassag hataranak nevezik.

A fesziiltség tovabbi novelésekor az alakvaltozas nem rugalmas, a fesziiltség megsziinése utan
az eredeti hossz mar nem all vissza. Ha példaul az abran lathatd6 C pontban a fesziiltséget
megszintetjliik, akkor a deformaci6 nem szlinik meg, a test hossza visszafordithatatlanul
megvaltozik, marado alakvaltozas, mas néven plasztikus deformdacio jon létre.

Anélkiil, hogy részletekbe mennénk, megemlitjilk, hogy a plasztikus deforméacio
mechanizmusanak megértéséhez az anyag atomos szerkezetének ismeretére van sziikség,
mivel a plasztikus deformacié szoros kapcsolatban van az atomi szerkezetben jelenlévd ¢és a
deformaci6 soran keletkezd szerkezeti hibakkal. A deformacidé sordn az anyagban a hibdk
szama egyre no, végiil a megnyujtott test elszakad (D pont). A szakadashoz tartozd fesziiltség
(o, ) az anyag szakitdsi szildrdsaga.
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Nyugvo folyadékok és gazok

A folyadékok ¢és a gazok megjelenésiiket tekintve Iényegesen kiilonboznek a szilard testektol.
A legszembetlindbb kiilonbség az, hogy — szemben a szilard testekkel — a folyadékoknak és
gazoknak nincs sajat alakjuk, alakjukat az 6ket hatarolo szilard testek hatarozzak meg, és
alakjuk a szilard falak mozgatasaval konnyen megvaltoztathato.

Ennek az az oka, hogy a folyadékok és gazok szomszédos részei egymashoz képest nagyon
kis behatassal elcsusztathatok, vagyis nyirderovel szemben csak kicsi — gyakran
elhanyagolhat6 — ellenallast fejtenek ki.

Nyiroerd akkor 1ép fel, ha a folyadék- vagy gaz kiillonbozd tartoméanyai egymashoz képest
elmozdulnak (példaul kiillonbozo sebességgel aramlanak), mert ilyenkor koztiikk surlodas
jellegli kolesonhatas 1ép fel. Ennek kovetkeztében a gyorsabban haladd rész gyorsitja a
lassabban haladot, a lassabban halad6 pedig fékezi a gyorsabban haladét. Ezt a jelenséget
belso surlodasnak-, az ilyenkor fellépd nyirderdt belso surlodasi eronek nevezik.

Mivel a nyirderdkkel szemben kifejtett ellenallas kicsi, a folyadék vagy gz alakja mindaddig
valtozik, amig benne nyirderék miikodnek, vagyis az egyenstlyi allapot feltétele az, hogy a
nyirderdk eltinjenek. Egyensulyi allapot természetesen olyan folyadékokban is létrejon,
amelyekben jelentds belsd surlédas van (pl. méz), de kialakulasa ilyenkor tobb iddt vesz
igénybe. Mivel egyenstlyban nem lehetnek nyirderdk, a folyadékokban és gazokban
egyensulyi deformaci6é gyakorlatilag csak minden oldalr6l torténd osszenyomdssal hozhatod
létre. A nyomas novekedésekor csokken a térfogat, de — nem til nagy nyomas esetén — a
tobbletnyomas megsziinésekor visszaall az eredeti térfogat, vagyis a deformaci6 rugalmas.

A folyadékok és gazok — szdmos hasonlo tulajdonsaguk mellett — egymastol is kiilonboznek.
Alapvet6 kiilonbség példaul az, hogy mig a folyadékoknak van megfigyelhetd szabad felszine,
a gazoknal ilyen felszint nem taldlunk. Tovabbi, 1ényeges kiillonbség az, hogy a folyadékok
suriisége azonos koriilmények kozott sokkal nagyobb, mint a gazoké. Ezzel szorosan
Osszefiigg az a tapasztalat, hogy a folyadékok térfogata kiilsé nyomassal nagyon nehezen
valtoztathatd (kompresszibilitasuk kicsi), a gazok ezzel szemben kdnnyen dsszenyomhatok
(kompresszibilitdisuk nagy). Az is fontos eltérés, hogy a gazok fizikai jellemzd6i erdsen
fliggnek a homerséklettol, mig a folyadékok esetében ez a homérsékletfiiggés 1ényegesen
gyengeébb.

Nagyon sok tapasztalat mutatja, hogy a folyadékok szabad felszine sajatos, a folyadék
belsejétdl eltérd viselkedést mutat, ami gyakorlatilag is fontos feliileti jelenségekhez vezet.
Ezek jelenségek bizonyos esetekben befolydsoljdk a folyadékok viselkedését, de ezzel a
problémaval kiilon fejezetben foglalkozunk.

A folyadékok és gazok viselkedésének elméleti leirdsa hasonlé modszerekkel torténhet, mint
a deformalhato szilard testeké, és hasonldan bonyolult differencidlegyenletek megoldasat teszi
sziikségessé. Itt csak a legegyszeribb — de gyakorlatilag igen fontos — esetekkel foglalkozunk.
Ezekben az esetekben a feliileti jelenségek altalaban nem jatszanak lényeges szerepet, ezért
vizsgalatukkal itt nem foglalkozunk.

Eldszor adott kiilsé hatasnak kitett, nyugalomban 1év6 folyadékok és gdzok egyenstlydnak
feltételeit vizsgaljuk meg. A mechanikanak ezzel foglalkozo teriiletét a folyadékok esetében
hidrosztatikanak-, a gdzok esetében aerosztatikanak nevezik. Mivel a folyadékok és gazok az
egyensuly szempontjabol hasonloan viselkednek, a két teriilet megkiilonbdztetését gyakran
elhagyjak, és egyszeriien hidrosztatikarol beszélnek.
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A tovabbiakban mi is egylitt targyaljuk a folyadékokat és a géazokat, és az egyszeriibb
szOhasznalat kedvéért a tovabbiakban a ,, folyadékok és a gazok” kifejezés helyett sok esetben
a kozeg szot hasznaljuk, folyadékrol vagy gazrol kiilon tobbnyire csak akkor beszéliink, ha a
koztiik fennallo kiilonbséget akarjuk hangstlyozni.
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Nyomas a kbzeg egy pontjdban

Mivel nyugvd kozegben egyensulyi allapotban nyirdfesziiltségek nincsenek, a kozeget
hatarolo- vagy a kozeg belsejében kivalasztott feliileten csak nyomofesziiltség, azaz nyomas
1ép fel. Emiatt az egyensuly vizsgalata szempontjabol a belsd surlédas nem jatszik szerepet,
az alabbi megallapitasok tehat surlédasos folyadékokra is érvényesek.

Szamos tapasztalat mutatja, hogy a folyadék belsejében egy kivélasztott pontban elhelyezett
feliileten a nyomas nem fiigg a feliilet helyzetétdl. Erre a kovetkeztetésre egyszeri elméleti
megfontolassal is eljuthatunk.

Nyomas a kozeg egy pontjaban

Vilasszunk ki a kozegben egy elemi, hasdb alakii részt (dbra), és irjuk fel ennek a
részecskének az egyensulyi feltételét abban az esetben, ha a
kozeg a nehézségi erd hatdsa alatt all. Vegyik fel a
koordinatarendszeriinket az abran lathatd modon, ahol a z-
tengely fiiggdlegesen felfelé mutat.
A kivalasztott hasab alaku rész annyiban specialis, hogy harom
oldala a harom koordinatasikba esik, de a negyedik oldal
altalanos helyzeti.
A hasab egyensulyéanak feltétele az, hogy az egyes oldalakra haté
nyomasokbdl szarmazo feliileti erdk és a hasabra hato tomegerd
(ami esetiinkben a nehézségi erd) ereddje nulla legyen:
F+F +F +F +F, =0.
Az egyes erdk az abra jeldléseivel az alabbi mdédon irhatok fel.
AyAz . Az . A
F=p, yT' F, =pyAxTJ F =p. %k
Ax Ay Az
6
Itt i, j,k a harom koordinata egységvektor, A4 az altalanos helyzetii feliilet nagysaga, u,

F, =p44u, F,=-p gk.

egy erre a feliiletre merdleges, a hasab belseje felé mutatd egységvektor, p a kozeg stirisége,
g pedig a nehézségi gyorsulas nagysaga.
Ahhoz, hogy valdban hasznalhat6é Osszefiiggést kapjunk, ki kell fejezniink az F, erdben

szerepld A4 -u, vektort a Ax, Ay, Az oldalhosszakkal és a koordinata egységvektorokkal.
Ezt legegyszeriibben az abran lathatdé w, és w, vektorok vektorialis szorzatabol kaphatjuk
meg:

AAu, W xW,
2
Az abra alapjan
W, =—Axi+ Azk
W, =—Axi+ Ayj.

A vektorszorzat kiszamitasa utan azt kapjuk, hogy
dAu, = g(— Ay Azi — Ax Azj — Ax AyK).

Ezzel a lapra hat6 er6
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— Ay Azi — Axdz] — Ax Ayk

F4 :p 2 b
¢és az egyensulyi feltétel
AyAz . MxAz . AxA Ay Azi+ Ax Azj + Ax Ayk AxAy Az
px‘g Hp, ——l+p. Zyk—p Y ZJ = —p ;) gk=0

Ebbdl egyszerti atrendezéssel azt kapjuk, hogy
Ay Az . AxAz . AxA AxAy Az
@x—p)J; '+@y—p}—5—1+@z—p%j;&k—pg——f;—k=0-
Ha a hasabot egyre zsugoritjuk, vagyis Ax, 4y, 4z — 0, akkor a térfogati er6bdl szarmazo

tag sokkal gyorsabban tart nulldhoz, mint a feliileti tagok, ezért elhanyagolhatd, igy az
egyensulyi feltétel a

dydz | dxdz . dxd
@x—p)gzl+@y—p)221+@z—p)Zyk=0

alakot olti.
Mivel dx ,dy ,dz tetszbleges, az egyenldség altaldban csak ugy allhat fenn, ha

p.-p=0, p,-p=0, p.-p=0 = p,=p,=p. =p,
vagyis a vizsgalt pontban az i, J,K normalist és az altalanos helyzeti, u, normalisi sikok

mindegyikén azonos a nyomas.

Ez azt jelenti, hogy a kozeg adott pontjaban a nyomas az iranytol fiiggetleniil azonos, és ezt az
esetleg fellépd térfogati erd sem befolyasolja.

Kérdés, hogy milyen a nyomads a kdzeg kiilonb6zo pontjaiban, vagyis hogyan fiigg a nyomas
a helytdl.

A nyomas helyfiiggése kiilsé erétérben

A kisérletek tanusaga szerint egy nehézségi erétérben 1évd folyadékban a nyomas a felszintdl
mért mélység novekedésével nd, mégpedig a mélységgel aranyosan. Sejthetd, hogy ez a
jelenség a nehézségi erdvel all kapcsolatban, konkrétan a folyadék sulyabol szdrmazo nyomas
kovetkezménye. Ez a jelenség gazokban is fellép, csak itt a nyomas a mélységgel sokkal
lassabban valtozik (a gazok siliriisége sokkal kisebb, mint a

folyadékoké). p(z+dz)

A tapasztalati Uton megallapitott torvényszerliséghez egyszerii Z4
elméleti megfontolasokkal is eljuthatunk. Az egyszertiség kedvéért
vizsgaljuk a nyomas helyfiiggését egy folyadék- vagy géazallapotu :
kozegben a nehézségi erd jelenlétében, és vegyik fel a Y, 1
koordinatarendszeriinket ugy, hogy a z-tengely fiiggélegesen felfelé dy,/ dF
mutasson (abra). Irjuk fel az &bran lathat6 téglatest alaka elemi TS
hasab egyensulyanak feltételét.
Az egyensulyt a hasab lapjaira hatd nyomdasbol szarmazé feliileti p(2)

er6k és a hasab tomegére hatd nehézségi erd szabja meg. Mivel

esetlinkben a térfogati erének csak a z-komponense kiilonbozik nullatol, a vizszintes
normalist oldallapokon az egyensulyt a térfogati erd nem befolydsolja, azt a feliileti erdk
hatdrozzdk meg. A szemben 1évd, azonos feliileti oldallapok szemben 1évé pontjaiban a
nyomas azonos, a nyomoerd tehat a szemben 1évo lapokon azonos nagysagu, de egymassal
ellentétes iranyu, igy a vizszintes iranyu feliileti er6k egymast kompenzaljak. Ez azt jelenti,
hogy a térfogati erére merdleges iranyban a nyomas nem valtozik, a térfogati er6re merdleges
feliileten a nyomas mindentitt azonos.

z+dz
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Foglalkozzunk ezek utan a fiiggdleges erdk egyensulyaval. Ennek feltétele az, hogy a feliileti-
¢s térfogati erék z-komponenseinek 6sszege nulla legyen:

dF_/éllIileti +dFtér_/bgati :0
Mivel a térfogati erd a z-tengellyel parhuzamos, varhatd, hogy a nyomas fiigg a z-
koordinatatol, tehat p =p(z). A hasab fels0, z +dz koordinataji lapjan a nyomas
p(z +dz ) , az als6, z-koordinatdju lapjan p(z ) , igy a feliileti erék ereddje

dF/™" = p(z )dxdy —p(z +dz )dxdy =—(p(z +dz ) — p(z ) Mxdy
dFZféliileti :—dp(Z)dZdXdy :—dp(Z)dV ,

'z dz
ahol dV =dxdydz ahasab térfogata.

A térfogati erd z-komponense esetiinkben
dF"%" = —pedxdydz =—pedV ,
igy az egyensulyi feltétel

pedv + P qy —.
z
Ebbdl kovetkezik, hogy a nyomas z-irdnyu valtozasat meghataroz6 osszefliggés
o2 d(2)
dz
vagy a szokasosan hasznalt alakban
dp(z) _
dz
sk s sk sk sk skokok sk sk ke skoskosk sk sk sfe sk sk sk skokosk ke sk skeskoskosk st sk sk s ook sk skok ki sk skoskosk

Ha a koordinatarendszer valasztdsdnidl nem a fenti modon jarunk el, akkor a térfogati erének altalaban
mindharom komponense kiilonbozik nullatol: dF*” (dF Xtérf JdF ;é’f ,dFZté’f ). Ekkor a fenti gondolatmenet

szerint a nyomas mindharom iranyban fligg a helytél: p = p(x,y,z ), és az egyensulyi feltétel a fentihez
hasonl6 modon adhaté meg
or  Op(X, 9,z o Op(x, v,z o Op(X, v,z
ox oy 0z
Ez vektori alakban rovidebben is felirhaté a gradiens vektor segitségével:
ftéiff' — dF’e"f

=grad p.

sk o e sfe o sk sk sk sk skskok sk sk sk sk sfe sk sk ook skeoseosk skoskok sk 3k 3k ok s sfe ke s sk skoskosk skok ok

A fenti meggondolasokbol két fontos dolog kovetkezik.

Az egyik az, hogy a kdzegben a nyomas csak a térfogati erovel parhuzamos iranyban véltozik
a hellyel.

A masik az, hogy ha nincs térfogati erd, akkor

M:O = p(z) =dllando,
dz
vagyis ilyenkor a kdzeg minden pontjan ugyanakkora a nyomads, mas szoval a nyomds nem

fiigg a helytél. Ez azt jelenti, hogy ha a kozeget valamilyen (nem térfogati) erdvel
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0sszenyomjuk, akkor a megnovekedett nyomas a kdzeg minden pontjan ugyanakkora lesz. Ezt
a tapasztalat altal is igazolt torvényt Pascal'-torvénynek nevezik.
Pascal-torvény szemléltetésére szolgal a kovetkez6 egyszerii kisérlet.

KISERLET:

Egy dugattyts hengerhez csatlakozdé gomb feliiletén egyenletes
eloszlasban lyukakat furunk (&bra). Ezutan az edényt megtoltjiik
vizzel, és a dugattyut hirtelen az edény belseje felé nyomjuk. Ekkor
a viz kispriccel a lyukakon at. Megfigyelhetd, hogy a viz minden
lyukon ugyanolyan erdvel spriccel ki, vagyis a dugattytinal kifejtett
nyomas a gombfeliilet minden pontjan megjelenik.

A Pascal-torvényen alapul példaul a nagy terhek emelésére szolgdld hidraulikus emeld
milkodése: egy kis- és egy nagy feliileti dugattyut tartalmaz6 edényben a folyadékot a kis
feliileti dugattyuval kis erdvel Osszenyomva a nyomas a nagy feliileti dugattytinal
valtozatlanul megjelenik, igy ez dugattyu a feliiletek aranyaban megndvekedett erd kifejtésére
képes.
A fenti egyensulyi feltétel ismeretében konnyen meghatarozhatjuk a nyomas helyfiiggését egy
nehézségi erd hatdsa alatt 4116 kozegben, hiszen csak a

dp(z) _ _

dz
differencidlegyenletet kell megoldanunk. Ez a mar ismert, szétvalaszthato tipust egyenlet,
amit a
dp =—pgdz
alakba irva integralhatunk.
Ha a z=0 koordinataju pontban a nyomast p(0)= p,-vel jeloljiik, akkor a kiszamitando
integralok:
p(z) z

J.dp = —J. pgdz .

Do 0
Feltételezve, hogy a vizsgalt térrészben a slirliség és a nehézségi gyorsulas nem fligg a
helytdl, az integralas konnyen elvégezhetd, és azt kapjuk, hogy

p(z)=p,=-pez,
azaz
p(z)=p,—pgz.

A gyakorlatban legtobbszor az a kérdés meriil fel, hogy egy Za
folyadékban mennyi a nyomas a folyadék felszinétdl mért &
mélységben (abra). Ha a z-tengely fliggdlegesen felfelé mutat, és a
z=0 pont a folyadék felszinén van, akkor a folyadékban 1évé pont ~270t—F P=P;——
z<0 koordindtdjara fennall, hogy h=-z. Ha tehdt a nyomas
helyfiiggését a felszintél mért mélységgel akarjuk megadni, akkor az
Osszefliggést a z<0+-" p=p,*+pgh
p(h)=p,+pgh
alakba irhatjuk. Itt p, a folyadék felszinén mért nyomas (pl. a felszin

felett 1évo levegd nyomasa).

! Blaise PASCAL (1623-166) francia matematikus, fizikus, filozofus.
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Az Osszefiiggésben szerepld
p=pgh
mennyiséget hidrosztatikai nyomdasnak nevezik.
Ez a nyomas a & mélységben 1év6 pont feletti folyadékoszlop sulyabodl szarmazik, hiszen egy
A feliiletli, 7 magassagu folyadékoszlop stlya G = pAhg , igy az oszlop aljan a nyomas

G
=—=pgh.
p 1 rg

Ezt mutatja a kovetkezd, egyszeri kisérlet.

KISERLET:
Mindkét végén nyitott liveghenger alsd végéhez fonal ?
segitségével egy jol zard lapot illesztiink, majd a fonalat <

[

/
megfeszitve a hengert egy szélesebb, vizzel telt
iivegedénybe meritjiik (abra). Ha a fonalat elenged;iik,
akkor a zaro6 lap nem esik le, és a henger tovabbra is iires
marad. Ha ezutdn a hengert ovatosan feltdltjiikk vizzel,
akkor a zar6 lap mindaddig a helyén marad, amig a B %
vizszint az iiveghengerben alacsonyabb, mint a kiilsd p=pgh
vizszint. A kiils6 vizszint elérése utan a zar6 lap leesik.

A vizbemerités utan a lapot az alulrol haté p = pgh hidrosztatikai nyomas tartja meg. Ha a

hengerbe vizet toltiink, akkor a zar6 lapra hat a vizoszlop lefel¢ hat6 nyomasa is. Ezért, ha a
betoltott viz magassaga nagyobb, mint a kiilsd vizszint magassaga, akkor a vizoszlop lefelé
haté nyomasa nagyobb lesz, mint a felfelé hato hidrosztatikai nyomas, és a lap leesik.

Lattuk, hogy a folyadék egy pontjdban a hidrosztatikai nyomas ardnyos a pont felett
elhelyezkedd folyadékoszlop magassagaval. Ennek egyik kovetkezménye a kdzlekedo
edeények mikodése.

KISERLET:
Egy nem tal vékony, szjaval felfelé, - - - H -
fiiggblegesen tartott U-alakt cs6be folyadékot - = 1=
toltve, a folyadékszint mindkét oldalon

ugyanolyan magasra all be (&bra). h h ( )
Ugyanez az eredmény akkor is, ha tobb ! 2

egymassal 0sszekotott (,,egymassal L
kozlekedd) fliggdleges csében vizsgaljuk a | Pdp,)

kialakult szinteket. Az egyes csdvek alakjatol
fliggetleniil minden csében ugyanolyan magas
a folyadék szintje.

A magyarazat az, hogy egyensuly csak akkor allhat fenn, ha a vizszintes 0sszekotd
szakaszokon kivalasztott keresztmetszet barmely pontjan a nyomds mindkét oldalon azonos.
Ebbdl kovetkezik, hogy a pont felett a folyadékoszlop magassaganak mindkét oldalon meg
kell egyeznie, hiszen a nyomas ardnyos a folyadékoszlop magassdgaval. Az U-alaka csé
esetén példaul a kivélasztott pontban az egyensuly feltétele

p, =pgh, =p, =pgh,,
vagyis
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Természetesen, ha a csé két szardban nem azonos folyadék van, akkor a két csOben a
szintmagassag sem lesz azonos, hiszen ekkor a stlirliségek is kiilonbozdéek, de a magassdgok
mostisa p, = p, egyensulyi feltételbdl allapithatok meg.

A folyadékot tartalmaz6 U-alakt csé nyomasmérésre hasznalhat6. Ha a mérendd, nagyobb
nyomasu térrészt a csd egyik szarahoz csatlakoztatjuk, akkor a folyadékszint ebben a szarban
lestillyed, a masikban pedig megemelkedik. A folyadékszintek kozotti magassagkiilonbségnek
megfelelé folyadékoszlop hidrosztatikai nyomasa éppen a mérendé nyomasnak felel meg. gy
a kialakult magassagkiilonbségbdl kozvetleniil megkaphat6 a mérenddé nyomas értéke.

A kozeg sulyabol szarmazo nyomas gazokban is fellép csak a gaz kis siirlisége miatt sokkal
kisebb mint folyadékokban. Azt, hogy ilyen nyomas valdban létezik, jol mutatja az alabbi
kisérlet.

KISERLET:

Mindkét végén lyukas csdbe (abra) gazt vezetiink és
a csO vizszintes helyzetében a lyukakon kidramlo
gazt meggyujtjuk. Ekkor a gaz a két lyuknal azonos
magassagu langgal ég.

Ha a csovet az abran lathatdé modon fliggdleges
sikban elforgatjuk, akkor a magasabban 1évo
lyuknal a lang lényegesen magasabb, mint az
alacsonyabban 1évonél.

A gazlang ott magasabb, ahol a gdz nyomasa nagyobb, ezért a kisérletbdl azt a kovetkeztetést
vonhatnank le, hogy a gazban felfelé haladva né a nyomds, ami ellentmondani latszik a
hidrosztatikai nyomdasr6l mondottaknak. A magyarazat az, hogy a lang magassaga nem
egyszerlien a gaz nyomadsatol fiigg, hanem a giz és a kornyezd levegd nyomadasdnak
kiilonbségétol. A kisérletbdl tehat csak az kovetkezik, hogy felfelé haladva ez a
nyomaskiilonbség nd. Ennek pedig az az oka, hogy a levegd slirlisége nagyobb, mint a gazé,
ezért a levego hidrosztatikai nyomésa gyorsabban csokken a magassaggal, mint a gazé, tehat a
magassaggal egyre nagyobb lesz a két nyomas kozti kiilonbség.

A jelenség szamitéassal is egyszerlien kovethetd. Ha az also végnél a nyomésok p,, és p,,,

akkor a nyomaskiilonbség ott 4Ap, =p,, —p,, . A nyomasok a h-val magasabban 1év6 felsd
vegnél  p.,=p,-p,gh illetve p,=p,-p,gh, 1igy a nyomaskilonbség ott

A, =Py =P =Py —Pu+pc=p, Jeh=4p, +(p.—p, Jgh . Mivel a levegs siiriisége,
nagyobb, mint a gazé, p, —p, >0, ezért Ap, > Ap,.

Ez az oka annak, hogy ha a gazhalézatban kicsi a nyomas, akkor a magasabban lakok jarnak
jobban, mert ott még lehet hasznélni a gazt, amikor a foldszinten mar alig jon gaz a csapbdl.
(Csokkent viznyomads esetén mindez forditva igaz, hiszen a viz siirlisége nagysagrendekkel
nagyobb, mint a levegdé.)

A térfogati erd jelenlétével szorosan Osszefiigg az a kérdés, hogy milyen egy nyugalomban
1év6 folyadék szabad felszinének alakja. Egyeldre olyan esetekkel foglalkozunk, amelyeknél a
korabban emlitett feliileti jelenségek nem jatszanak Iényeges szerepet. A tapasztalat szerint ez
a helyzet, ha a felszint a folyadékot tartalmazé edény falatol tavol vizsgaljuk.

Mivel nyugvo folyadékban egyensulyi allapotban a nyirderdk eltiinnek, az egyensuly
kialakulésa soran a folyadék felszine addig valtozik, amig a jelenlévd térfogati erdnek nincs a
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feltilettel parhuzamos Osszetevdje. Ez azt jelenti, hogy egyensulyban a felszin meroleges a
térfogati erére. Ez a megallapitas mindenféle térfogati erdore érvényes.

Emiatt vizszintes a F6ldon a nyugvo viz felszine (mer6leges a nehézségi erére), de ez az oka
annak is, hogy egy hengeres edényben |

korbeforgatott viz felszine nem sik.

KIiSERLET F.
Fiiggdleges tengely koriil forgathatdo hengeres ] N ,
edénybe vizet toltiink, amelynek felszine a o= et
szokésos vizszintes sik (a) dbra). Ha a hengert a g |

tengelye koriil gyorsan korbeforgatjuk, akkor a I I ,

viz feliilete jol lathatéan megvaltozik. Az Uj l:tencng"'Fcf
feliilet sikmetszetét szemlélteti a b) abra. a) b)

A jelenség magyardzata a forgd rendszerbdl nézve az, hogy az é&bran lathato kis
terfogatelemre az F, nehézsegi erén kivil fellép az F, centrifugalis erd is, ami szintén a

tomeggel aranyos térfogati erd. A felszin mindeniitt a térfogati erék F*/ = F, +F, ereddjére

merdleges. Ennek iranya azért valtozik helyrdl-helyre, mert a centrifugélis eré nagysaga fiigg
a forgéstengelytdl mért tavolsagtol.

Ha a centrifugalis er6t noveljiik (ndvekvo fordulatszam), akkor a nehézségi erd szerepe egyre
kisebb lesz, és el lehet érni, hogy a nehézségi erd szerepét szinte teljesen atveszi a
centrifugalis erd.

KISERLET: =0 &
GoOmb alaku, fliggdleges tengely koriil forgathatd edénybe 1
higanyt és festett vizet rétegeziink egymasra. Az edény ‘
nyugalmi helyzetében a higany helyezkedik el alul, hiszen ‘ :

a stirisége sokkal nagyobb, mint a vizé.  /

Ha az edényt megforgatjuk, akkor a higany az edény i v
oldalahoz tapadva, ovet képezve helyezkedik el, a viz Il

pedig f61é rétegzodik. [ ONMSNT | [ DSSRRR |

A forgatas utan a centrifugélis erd 1ép a nehézségi erd helyébe: a ,lefelé” irany most
sugériranyban kifelé mutat, ezért tapad a falhoz a higany, a viz pedig kisebb siirlisége miatt
»felette”, tehat a centrumhoz kdzelebb helyezkedik el. Ez a jelenség teszi lehetové, hogy egy
tobb Osszetevot tartalmazé folyadékban a kiilonbozd slirliségli dsszetevOket forgatassal
szétvalasszuk. Az erre a célra késziilt eszkdzok a centrifugak.

Felhajtoero és uszas

Mint lattuk, egy térfogati erd hatésa alatt all6 kdzegben
hidrosztatikai nyomas 1ép fel, amely a térfogati erd
iranyaban haladva a tavolsaggal aranyosan nd. Ennek
az a kovetkezménye, hogy a folyékony vagy gaznemii

térfogati
kozegben elhelyezett szilard testre a térfogati erdvel L eré
ellentétes iranyu erd 1ép fel. Mivel ennek a jelenségnek felhajioero iranya

els@sorban a nehézségi erdtérben van jelentdsége, ahol
ez az erd ,felfel¢” mutat, felhajtoeronek nevezik. A
felhajtoerd létrejottét szemlélteti vazlatosan a mellékelt
abra. nyomaseloszlas
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A felhajtoerd kozvetleniil is megmérhetd, de 1étezését meggydzéen mutatja tobbek kozott az a
tapasztalati tény, hogy a nehézségi erd hatasa alatt allo6 kozegben egyes szilard testek
lebegnek vagy éppen emelkednek, folyadékok esetén pedig a folyadék felszinén tisznak.

Ha egy téglatest alakli hasabot ugy helyeziink el, hogy a hasdb 2 oldala a nehézségi erére
merdleges, akkor a felhajtoerd konnyen kiszdmithat6. Az alabbi dbran a koordinatarendszert
ugy vettikk fel, hogy a z-tengely a nehézségi erd iranyaba mutat. Az oldallapokra hat6
nyomasok egymast kiegyenlitik, ezért az eredd erOnek csak z-

komponense van. Ha a hasab teljesen bemeriil a folyadékba, akkor p(z)
ez az erd —l
F* =(p(z)=p(z +h))ab. ,
Felhasznalva a hidrosztatikai nyomadsra kordbban kapott y
Osszefliggést, azt kapjuk, hogy L
felh b

F =(p, +pgz —(p, +pg(z +h)) Jab = X

=—pghabg =—pVg = M fotyader 8 5 z+h a i "X
ahol p, a folyadékra kiviilrl hat6 nyomés, V =abh a test ] p(z+h)

térfogata, p pedig a folyadék stirlisége. Eszerint a felfelé mutato
felhajtoerd nagysaga a test térfogatdaval azonos térfogatu folyadék sulyaval egyenlo.
Ha a test csak részben meriil be a folyadékba, akkor a felhajtoerd fligg a bemertilés
mértékétdl. Ha az elébbi példaban a test 4 magassagabol csak /4’ magassagu rész meril a
folyadékba, akkor a felsé lapra hatd, lefelé iranyuld nyomds a folyadékra kiviilrél hato
P = P, nyomas, az also lapra hato, felfelé irdnyul6 nyomas pedig p,, = p, +p0gh’, igy a
felhajtoerd

F =(p,—(p, +pgh'))ab=—pgh'ab=—pV'g =—m',, s & -
Itt V' a test folyadékba merild részének térfogata, m',, ... az ezzel egyenld térfogatu -

folyadék tomege.
A felhajtéeré nagysaga tehat a test folyadékba meriilé részével egyenld térfogata — vagyis a
test altal kiszoritott — folyadék stlyaval egyenld. Ez Arkhimédész' torvénye.

Felhajtoerd gazokban is hat egy testre, csak sokkal kisebb, mint folyadékban, hiszen a gazok
stirisége csak toredéke a folyadékokénak. A felhajtéerd Iétezését igazolja példaul a
hélégballon mitkddése vagy az alabbi latvanyos kisérlet.

KISERLET:
Levegdben kiegyenlitett karos mérleg egyik
karjan egy nagy méretli lires iveggdmb-, a levegében vakuumban

masikon kisméretli rézgdmb van (4bra). A
mérleget egy szivattyu buraja ala tessziik, és
ott légritka teret hozunk Ilétre. Ekkor a
mérleg egyenstlya felborul: a kis rézgémb

tobbé nem tud egyensulyt tartani a nagy I i | I
iiveggdmbbel, és felemelkedik, mikozben az g
iiveggdmb lesiillyed. szivattytihoz

A jelenség magyarazata az, hogy levegdben az egyes testekre hatd sulyerét lecsokkenti a
felhajtoerd, az egyensuly tehat Ggy jon létre, hogy a testekre a stly és a felhajtoerd

" ARKHIMEDESZ (i.e. 287- i.e. 212) szirakuzai matematikus és fizikus



TOTH A.: Nyugvé folyadékok és gazok 11
(kibovitett oravazlat).

kiilonbsége hat. Amikor a levegdt kiszivattylizzuk, megsziinik a felhajtdéerd, ami a két test
esetében — a kiilonbozo térfogatok miatt — kiilonboz0, ezért az egyenstly megbomlik. Mivel a
nagy méretli liveggdmbre hatd felhajtoeré nagyobb volt, mint a kis rézgdmbre hato,
megsziinése azt eredményezi, hogy az liveggdmbre hatd erd nagyobb lesz, tehat az iiveggdmb
lesiillyed, a rézgdmb felemelkedik.

Ehhez az eredményhez elméleti iton is eljuthatunk. A mérleg két karjanak hosszat azonosnak
feltételezve, az egyensuly feltétele az, hogy az egyes testekre hatd erék nagysaga azonos
legyen. Az liveggdmbre hat6 eredd erd levegdben

Fi = Fyg = Fyeny = Fig =PV 3,8 5

a rézgdmbre hato erd pedlg Faten
F tein
F F Frfelh F pil/iés g
(o, afolyadék siirlisége).
Az egyenstly feltétele az, hogy ﬁ
Etg Frg 2 F
azaz rg
F loj Vué g prVVé g

Ebbdl azt kapjuk, hogy
Fiig _Frg :prg(Viig _Vrg) .
Tudjuk, hogy V,, >V, , amibdl kovetkezik, hogy F,, > F,,, tehat a felhajtoerdk nélkil az

tiveggdmbre hato eré a nagyobb.

Nehézségi erétérben a felhajtderd a testre hato sulyerdvel ellentétes 24
iranyt, ezért egy folyékony vagy légnemii kozegbe meritett szilard
test viselkedését ennek a két erdnek az ereddje hatdrozza meg. Ha tE
koordinatarendszeriink z-tengelyét az erdk egyenesében vessziik
fel, és felfelé iranyitjuk (&bra), akkor az eredd erd z-komponense

Fe,z:Ffelh_Fg:png_psng:(pf_psz)gVa f
ahol p, a folyadék- p . a szilard test strlisege, V' pedig a szilard

test térfogata. Fg
Ez azt jelenti, hogy a test felemelkedik, ha p_ < p,, lesiillyed, ha

Py >p, cslebeg, hap,. =p,.

Ha a szilard test stirlisége kisebb, mint a folyadéké, akkor a test kiemelkedik a folyadékbol,
¢és ekdzben csokken a réd hat6 felhajtderd. A kiemelkedés addig folytatodik, amig a felhajtoerd
egyenld lesz a test sulyaval

Ffelh :png,:Fg =p.8V,
ahol V' a test folyadékba mertil6 részének térfogata.
Az egyensuly feltétele tehat

PV =pV,

aminek teljesiilése esetén a test uszik a folyadékban.
Az Uszas teljes leirdsdhoz hozzatartozik annak meghatarozasa is, hogy az uszo test — a fenti
feltétel teljesiilése mellett — milyen helyzetben Uszik. Az egyenstlyi helyzet elméleti
meghatarozasa — kiilondsen bonyolultabb alaku test esetén — éltaldban eléggé nehéz feladat,
ezzel itt nem foglalkozunk.
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Folyadékok és gazok aramlasa

Nyugvo folyadékok €és gdzok esetén megtehettiik azt, hogy a kétféle kozeget a targyalas soran
nem kiilonbdztettiik meg egymastol. Ez az egyszerlisités az dramlésok leirdsdnal nem mindig
engedhetd meg. Ennek oka az, hogy a folyadékok ¢és gdzok kompresszibilitasa és stiriisége
jelentésen eltéer egymastol, és a gazok esetén ezek a jellemzdk erésen fiiggnek a
homerséklettol. Ezek az eltérések azt eredményezik, hogy bizonyos koriilmények kozott (pl.
nagy sebességli aramlasnal) a kétféle anyag eltérden viselkedik.

Tovébbi eltérés a nyugvd kozegekhez képest az, hogy aramld kozegben altalaban a belso
surlodast is figyelembe kell venni, hiszen az d&ramldsban egymashoz képest mozgd
folyadékrészek is eléfordulhatnak. Aramloé kozegben valamilyen mértékii belsé strlodas
mindig van, a valdsdgos kozegek mindig surlodasosak, legfeljebb bizonyos esetekben a
vizsgalt probléma szempontjabdl a belsé sturldodas elhanyagolhat6, vagyis a folyadék vagy géaz
surlodasmentesnek tekinthetd.

Az dramlasok elméleti leirdsanal kétféle eljarast alkalmaznak. Az egyik lehetséges eljaras az,
hogy a kozeget elemi részecskékre osztva az egyes részecskék mozgasat vizsgaljuk, és
megadjuk ezeknek a részecskéknek a palyajat. A masik eljards az, hogy a kozeg pontjainak
sebességét vizsgaljuk, és megadjuk a sebességvektornak a helytdl és id6tdl valo fliggését. Ez
utobbi modszer az egyszeriibb, és a gyakorlatban is leginkdbb ezt hasznaljak.

A mechanikénak az aramlasokkal foglalkozo6 agat a folyadékok esetében hidrodinamikanak- a
gazok esetében aerodinamikanak nevezik. A folyadékok €s gazok aramlasat csak abban az
esetben lehet egylitt targyalni, ha az aramlds sebessége nem tul nagy, és a homérséklet
allandonak tekinthetd. Ennek ellenére eléfordul, hogy az elnevezésben nem tesznek
kiilonbséget a két eset kozott, és a teljes teriiletre a hidrodinamika elnevezést hasznaljak.

A tovabbiakban, az egyszeriibb és leginkabb elterjedt modszert kdvetve, az dramlasokat mi is
a sebességek megadasaval jellemezziik, de csak a legegyszeriibb esetekkel foglalkozunk.
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Az aramlas altalanos jellemzése

Az édramld kozegek viselkedésének leirdsdhoz sziikséglink van olyan mennyiségekre,
amelyekkel jellemezni tudjuk az aramlasokat. Most ezekkel foglalkozunk.

Sebességtér, aramvonalak

A folyadék mozgasanak leirdsdhoz az dramlasi tér tetszéleges r(x,y,z) pontjaban,

tetszOleges ¢ idOpillanatban ismerniink kell a v sebességvektort, vagyis a
V=Vv(r,t)=v(x,y,z,t)

figgvényt. Ez a fliggvény a tér minden pontjahoz hozzarendel egy vektort, vagyis egy

vektorteret definial. Ennek megfeleléen, az ilyen moddon jellemzett &ramlasi teret

sebessegtérnek is nevezik.

A sebességtér szemléletesen ugy jelenitheté meg, hogy adott iddpillanatban az dramlasi tér

minél tébb pontjdba berajzoljuk a sebességvektorokat. igy egy sebességvektor-térképet

kapunk, amely az egyes pontokban megmutatja a sebességvektor nagysagat és iranyat (a)

abra).

Xvw"«v v
727 ,W"
727 ,.W“'
77 -
7
a) b)

Ennél attekinthetobb és hasznosabb abrazolast kapunk, ha a berajzolt sebességvektorokhoz
un. simulogorbéket szerkesztiink, amelyeknek a sebességvektorok az érintdi (b) abra). Az igy
kapott gorbék az aramvonalak.

Az aramvonalkép egy adott iddpillanatban jol jellemzi az aramlasi térben a sebességek
iranyvaltozasait, ha azonban a sebességek iddben is valtoznak, az dramvonalkép pillanatrol-
pillanatra valtozik. Az aramvonalak tehat olyan aramlasoknal hasznosak, amelyeknél a
sebesség csak a helytdl fiigg, adott helyen id6ben nem valtozik. Ilyen, idében allandd
aramlasban az aramvonal egyben a folyadékrészecskék palyajat is mutatja.

Az aramvonalak szerkezetének kimutatasara tobbféle modszert is kidolgoztak, amelyek
kiilonboz6 aramlasi viszonyok kozott alkalmazhatok. Latvanyos aramvonalképek készitésére
alkalmas a Pohl'-féle aramvonal-késziilék.

! Robert Wichard POHL (1884-1976) német fizikus
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KISERLET:

Két viztartdly egyikébe szinezett-, a masikba pedig szintelen
vizet toltlink, majd a tartdlyokbol a szintelen vizet két
egymashoz kozel, fliggélegesen -elhelyezett iiveglap kozé
folyatjuk. A lassan lefelé dramlo vizrétegbe vékony csdvekbdl
allo csésoron at szines vizet engediink ki (dbra). Igy egy szines
¢s szintelen vizfonalakbdl all6 aramlas jon létre. Ha az aramlas
elég lasst, akkor a kiilonb6zd szinii vizfonalak egymas mellett
mozognak, egymassal nem keverednek, és az aramvonalaknak
megfelel6 alakot vesznek fel.

\

crines. e SZI0lEIEN

Ilyen aramvonal-késziilékkel készitett képeket
mutat a mellékelt abra, amelyen az aramlas
utjaba helyezett hosszikas- illetve kor alaka
akadaly kortl kialakult &ramvonalkép lathato.
Ez a kisérlet tulajdonképpen az abra sikjara
merdlegesen elhelyezett, hosszu siklap- illetve
henger hatasat modellezi. A kapott 4bra a
siklap illetve henger koriil kialakult aramlas
sikmetszetének tekinthetd.

Az dramlés leirdsahoz hasznos az daramcsé fogalméanak bevezetése. Az dramcsd az aramlasi
térben felvett kis zart gorbén (az dbran L) dthaladé aramvonalak altal alkotott cs6. A kozegnek
az aramcsében daramld részét dramfonalnak nevezik. Az
aramcsében a kozeg ugy aramlik, hogy az 4aramlasi
sebességnek nincs az 4ramcsd ,falara” merdleges
komponense, a kozeg az aramcs6bol nem 1ép ki.
Ez a helyzet egy merev fali csé esetében is, és bizonyos
esetekben egy cs6ben aramld kozeg mozgasa aramcsOben
torténd aramlasnak tekinthet6. Ez szamunkra azért fontos,
mert a tovabbiakban elsdsorban olyan eseteket vizsgalunk,
amikor a kézeg csében aramlik.
A folyadékok és gazok aramlasanak leirasahoz, a sebességek megadasa mellett, a kozeg
kiilénboz6 pontjaiban fennallo p nyomas és p siirliség ismerete is hozzatartozik. Altaliban
ezek a mennyiségek is valtozhatnak idében, vagyis a

p=p(x,y,z,t) & p=p(x,y,z,t)
fiiggvényeket kell meghatarozni.

Az aramlés elméleti leirasa tehat azt jelenti, hogy a kozegre hatd erdk és a kdzeget hatarolo
falak vagy csovek (vagyis a hatarfeltételek) ismeretében meghatarozzuk a
V=V(x,y,z,1) p=p(x,y,z,t) p=p(x,y,z,t)

fliggvényeket. Ehhez az aramlo kozegre mozgasegyenleteket kell felirni, fel kell hasznélni a
tomegmegmaradast kifejez6 kontinuitési tételt és a kozeg allapotegyenletét, amely a nyomas
és a slrliség kozotti Osszefiiggést adja meg. Egy ilyen feladat megolddsa altalaban nem
konnyti, ezzel a mechanika specialis fejezetei (pl. aramlastan) foglalkoznak. Itt elsésorban a
legegyszeriibb ~ aramlasokkal  foglalkozunk, amelyek  kisérletileg is  konnyen
tanulmanyozhatok, és amelyeknek elméleti leirasahoz nincs sziikség a mozgasegyenletek
megoldésara.



TOTH A.: Folyadékok és gazok aramlasa/1 4
(kibovitett oravazlat)

Tomegaram-erdsség, tomegaram-siuriiség

Az el6z6 pontban targyalt mennyiségekkel az aramlas teljes mértékben jellemezhetd, de az
aramléssal kapcsolatban gyakran felmeriil az a gyakorlati kérdés, hogy egy kivalasztott
feliileten (pl. egy csé keresztmetszetén) adott 1d6 alatt mennyi folyadék vagy gaz aramlik at,
vagyis milyen az aramlas ,.er6ssége”. Annak érdekében, hogy erre a kérdésre valaszolni
tudjunk, célszerli bevezetni az aramlds iranyara merdleges feliileten egy iranyban atfolyt
tomeg (Am) és az atfolyasi id6 (Af) hanyadosat:
T — A_m
A
Az igy definialt 7% mennyiség a At idétartamra vonatkozo atlagos tomegdram-erdésség (SI

egyseége / —g). Ha az aramerdsséget ismerjiik, akkor tetszéleges At 1d6 alatt atdramlott tomeg
s

kiszamithaté: Am =12 At .
Ha az aramlés erdssége iddben valtozik, akkor célszerli az aramerdsséget egy adott

iddpillanatban megadni, vagyis érdemes bevezetni a pillanatnyi tomegaram-erdsséget, amit az

I, = lim A _dm

Osszefliggéssel adhatunk meg.

Az aramerOsség a keresztmetszetre vonatkozd atlagos mennyiség, hiszen a keresztmetszet
kiilonboz6 részein kiilonbozo lehet a tomegaramlas iiteme. A keresztmetszeten beliili lokalis
tomegaramléds jellemzésére vezették be a tomegaram-siiriiséget, amelynek nagysagat
kozelitleg egy az 4ramlas irdnyara merdleges, nagyon kis 44, nagysagu feliiletelemen

atfolyo kis Al aram és a feliilet hanyadosa adja meg:

Ennek szamértéke az egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt athaladt tomeggel egyenld (S7

egysége Ik—gzz).
s-m

A feliilet egy pontjaban a tdmegaram-siiriiség pontos értékét a mar ismert moédon kapjuk:

’ m dlm
J,, = lim —
-0 A4 N dA N
Az dramslirliség segitségével az elemi dA4, feliileten atfoly6 tomegaram a

alakba irhato.
Ha a feliilet nem merdleges az aramlds iranyara, akkor ki kell
szamitani a feliilet
dA, =dAcosa
merdleges vetiiletét (dbra).
Ezzel a feliiletelemen 4tfolyd elemi tdémegaram
dl, =j, dAcosa.

Ha bevezetjiik az dram iranyaba mutaté u, egységvektort, akkor az
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aramstiriséget vektor alakba irhatjuk j, =, u,, igy az aramslrliség az aram iranyat is
megadja. Ha még bevezetjiik a feliiletelemre merdleges u, egységvektort is, akkor az elemi
tomegaram a
dl, =j,u,dAdu, =j dAu,
alakba irhato. Vezessiik be a feliilet nagysaganak és allasanak jellemzésére a dA =dAu,
feliiletvektort, amivel az elemi feliileten atfoly6 elemi tdmegaram:
dar, =j,dA.
Egy véges A feliileten atfoly6 teljes 7/, aramot ennek alapjan ugy kaphatjuk meg, hogy a

feliiletet olyan kis részekre osztjuk (4dbra), amelyek mar siknak — 4a
tekinthetok (van egyértelmii feliiletvektoruk), és amelyeken beliil !
az aramsirliség mar nem valtozik lényegesen. Az A feliileten
atfoly6 aramot kozelitdleg az egyes feliiletelemeken atfolyd elemi
aramok

jm1

Jmi
]m szmiAAi AA

Osszege adja. Az aram pontos értékét a fenti 0sszeg hatarértéke
adja, ha a felosztast finomitjuk, és ezzel a feliiletelemek nagysagat
nulldhoz kozelitjiik:

]m :A{;iniolZJmiAA[ °
Ennek a hatarértéknek a jelolésére a matematikaban az
Iﬂ‘l = I jﬂl dA
A

szimbolumot hasznaljak, és a j, vektor 4 feliiletre vonatkozo feliileti integraljanak nevezik.

A feliileti integralt kés6bb matematikaban bovebben targyaljak, szamunkra ez a szimbdlum
most csak egy nagyon finom felosztdson torténd dsszegzést jelent.

skoskoskoskoskoskosksksk sk skskeoskoskoskosk sksksk sk skoskoskosk skoskosk skskosk
Mindaz, amit az aramerdsségrol, aramsiriiségrél eddig elmondtunk, mindenféle aramlas esetén érvényes, csak az
aramlé mennyiséget kell megvaltoztatni. Igy pl. a toltésaramlasra, vagyis az elektromos aramra vonatkozo
Osszefiiggések gy kaphatok meg, hogy az m tomeg helyett mindeniitt a Q elektromos toltést irjuk be az

Osszefiiggésekbe.
sfestesie s skeske skeskoske sk sfeskesiesheskoske skesksksk siesfeskeoske skeskeske sieske sk

Egy folyadék vagy géz 4ramlédsa esetén az aramlas jellemzésére az

aramerdsség ¢€s aramsilriség helyett legtobbszor a kozeg sebességét e

hasznaljak. Ezért célszerli a fenti Osszefiiggéseket a sebességgel is ‘

kifejezni. Ehhez vizsgéljuk meg, hogy az abran lathat6 feliileten A¢ $ LN

1d6 alatt mennyi Am tomeg aramlik at, ha ismerjiik a kdzeg p = Am Ll \ !
AV AV AA

slirliségét és az aramlas-, vagyis a kozegben kivalasztott pontszerii

tomegelem v sebességét. A A4 feliileten Ar 1d6 alatt azok a tdmegelemek jutnak at, amelyek
a feliilettdl nincsenek messzebb, mint vAf , vagyis amelyek benne vannak az adbran bejelolt
AV térfogatban. Eszerint az atmend tomeg Am = pAV = pvAA At ,

igy az elemi feliileten atmend elemi tdmegaram-erdsség
Am
Al =——=pvad ,
At
a tdmegaram-siiriség nagysaga pedig
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Al
Jm = U =pv.
Mivel az aramstriiség vektor az aramlasi sebesség iranydba mutat, az Osszefliggés vektori

alakban is érvényes:

jm = p\l *
Ezzel egy nagyobb A feliileten atfoly6 tdmegaram
1, =[i,dA=[pvdA.
A A

Ha a sirliség a felillet mentén mindeniitt azonos, akkor az Osszegzésbdl a p slirliség
kiemelhetd, és ekkor a tomegaramra azt kapjuk, hogy

I, :pJ.VdA.
A

Az aramlasok fajtai

Az hogy egy kozegben milyen aramlés jon létre, a koriilményektol (erdk, hatarfeltételek) és a
kozeg tulajdonsagaitol fligg. A targyalds egyszerlsitése érdekében célszerli az aramlasokat
bizonyos — az aramlés leirasa szempontjabol fontos — szempontok szerint csoportositani.

1.) Az egyik ilyen szempont, hogy a kdzeg slrlisége az dramlds soran valtozik vagy nem,
vagyis hogy a kozeg oOsszenyomhato vagy osszenyomhatatlannak tekinthetd.
Osszenyomhatd kdzeg esetén a siiriség a nyomdas ismeretében az allapotegyenletbdl
hatarozhaté meg. Igy példaul allandé hémérsékletii gazban erre a célra a p~ p Boyle—

Mariotte-torvény hasznalhatd. Vannak azonban olyan aramlasok is, amelyeknél a kozeg
stirisége az aramlas soran gyakorlatilag nem valtozik, a kdzeg Osszenyomhatatlannak
tekinthetd, ilyenkor p =dllando. Az, hogy egy kozeg O0sszenyomhatatlannak tekinthetd

vagy nem, fligg az dramld kozegtdl €s az aramlas sebességétdl. Az 0sszenyomhatatlansag
feltételét kiilondsen gondosan meg kell vizsgélni gazok aramlésa esetén, hiszen a gazok
kompresszibilitdsa nagy. A gazok nem tal nagy nyomasok és nem tul nagy aramlési
sebességek esetén Osszenyomhatatlannak tekintheték (atmoszférikus nyomdson durvéan
néhanyszor 10 m/s sebességig). Nyilvanvalé, hogy az 0&sszenyomhatatlan kozeg
aramldsanak leirdsa egyszeriibb.

2.) Az aramlas leirasa szempontjabol az is fontos, hogy a kozegben a belsd surlodas
szamottevd vagy elhanyagolhatd, vagyis hogy az éramlads surloddsos vagy
surlodasmentesnek tekinthetd. A surlodasmentes kozegeket idealis kozegeknek is nevezik.
A surlodasos aramlasok két nagy csoportra oszthatok.

— Az egyik esetben az dramlasban az &ramvonalak egymas mellett helyezkednek el, és

nem metszik egymast, a  kozeg
parhuzamosan haladé rétegekbdl all. Az
ilyen aramlést laminaris vagy réteges /}
aramlasnak nevezik (baloldali 4bra).
Laminaris dramlas akkor jon létre, ha a /
belsd surlodas elég nagy ahhoz, hogy a
szabalyos aramlést kiils6 hatasok ne
tudjédk megzavarni.

— A masik esetben (jobboldali abra) az
aramvonalak és az eredetileg
parhuzamosan halad6 rétegek
Osszekeverednek, és Un. turbulens dramlés jon létre.
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A surlodasmentes aramlasokat szintén két nagy csoportra szokéas felosztani.

— A kozeg részecskéi az aramlas soran altaldban halado- és forgd mozgést is
végeznek, ilyenkor az é4ramvonalképben rendszerint Orvény jellegli alakzatok
jelennek meg, ez az un. érvényes aramlas.

— Vannak olyan aramldsok amelyekben a kozeg részecskéi csak haladdé mozgast
végeznek, ilyenkor az aramlast orvémymentesnek nevezik (az aramvonalképben
ekkor nincsenek orvényalakzatok).

3.) A leirdas szempontjabol szintén fontos kérdés, hogy az aramlasi tér pontjaiban a
sebességek idOben valtoznak vagy minden helyen idében allandoak. Ha a sebesség nem
csak a helytdl fiigg, hanem adott helyen id6ben is valtozik, akkor az 4ramlés idoben
valtozo, mas széval instacionarius. Ha a sebesség és vele egylitt a nyomads ¢€s a sliriiség az
aramlési tér minden pontjaban idoben allando, csak a helytdl fiigg

V=V(x,y,z) p=p(x.,y,z) p=p(x,y,z),
akkor az aramlast idoben dllandonak, mas szoval staciondriusnak nevezik. A stacionarius
aramlasok targyalasa joval egyszeriibb, mint az idében valtozokeé.
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Az idében allandé (staciondrius) aramlas alaptérvényei

Az 4ramlasok koziil legegyszeriibben az idében allandd dramlésok targyalhatok, ezért eldszor
ilyen aramlésokkal foglalkozunk. Mivel a mozgasegyenletek még ebben az esetben is
bonyolultak, ezek megkeriilésével kell megkisérelniink, hogy az aramlésra vonatkozé
alapvetd 0sszefiiggésekhez jussunk el.

A pontrendszerek targyaldsanal lattuk, hogy a mozgasegyenletek megoldasanak faradsagos
munkajat bizonyos esetekben el lehet keriilni, ha felhasznaljuk a pontrendszerekre érvényes
megmaradasi torvényeket. Ez az eljards az dramlasok esetén is alkalmazhatd. Itt az dramlo
kozeg két jellemzd mennyiségét a tomeget és az energiat vizsgaljuk meg, mert az ezekre
vonatkoz6 megmaradasi torvényekbdl az aramldsokra vonatkoz6 fontos torvényeket
kaphatunk.

A kontinuitasi egyenlet

El6szor vizsgaljuk meg az aramlasi viszonyokat egy dramlasi csében. Valasszuk ki az
aramlasi csének az 4, és A, keresztmetszetekkel hatarolt szakaszat (dbra), és vizsgaljuk meg
az aramlési csOnek ebbe a térfogatiba iddegység
alatt bemend- és kimen6 tomeget. Mivel az aramlasi
csO falan keresztlil nincs aramlas, és ismereteink
szerint tdmeg nem tinhet el és nem keletkezhet, a
kivélasztott térfogatban a tdmeg csak azért valtozhat,
mert az A, keresztmetszeten a kozeg bedramlik a

térfogatba, ¢és az A, keresztmetszeten pedig

kiaramlik a térfogatbol. Ha az dramlés id6ben allandod, akkor a kiszemelt térfogatban az anyag
nem halmozodhat fel, hiszen ez a siirliség idobeli valtozasat eredményezné, ami ellentmond

crer

keresztmetszeten adott id6 alatt bemend tomegnek meg kell egyezni a masikon ugyanennyi
1d¢6 alatt kimend tomeggel.
Ez érvényes az id6egység alatt be- €s kimend tomegekre, vagyis a tomegaramokra is. Ha
tehat az / keresztmetszeten befolyd tomegaramot [, ,-vel-, a 2 keresztmetszeten kifolyd
tomegaramot /, ,-vel jeloljiik, akkor a tomegmegmaradas torvényét az

I ml = 1 m2
Osszefiiggéssel adhatjuk meg.

Az Osszefliggés ebben az alakjaban tul altalanos. Fejezziik ki az aramokat az aramlasi
sebességekkel a korabban megismert

1, = [ pvdA
A

Osszefiiggés segitségével. Ha a feliiletvektort mindkét keresztmetszetnél az aramlas irdnyaban
vessziik fel, akkor az A4, keresztmetszeten a csdszakaszba befelé folyd aram nagysaga

1,,=[vaA=[pvda,
A4, A,
az A, keresztmetszeten kifelé foly6 d&ram nagysaga pedig
I,,=[pvdA= [ pvda.
AZ AZ
Itt felhasznaltuk, hogy a feliiletvektorok parhuzamosak a sebességekkel.
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Ennek alapjan a témeg megmaradasat kifejez6 egyenlet az

alakot olti.
Ha az aramcs0 eléggé vékony, akkor feltételezhetd, hogy a slirliség és a sebesség az d&ramcso
egy keresztmetszetének minden pontjan azonos. Ilyenkor az integralbdl (8sszegzésbdl) a pv

mennyiség mindkét keresztmetszetnél kiemelhetd, azaz

J-Iolv]dA :p1"1J-dA =pv, 4, és Jpzvsz :pz"zJ-dA =PV, 4,.

AI AI AJ AZ
fgy azt kapjuk, hogy egy vékony dramcsd tetszleges két keresztmetszetére fennall, hogy

PV =p,yv,4;,
vagyis a vékony aramlasi cs6 mentén
pvA =allando .

Ezt az 0sszefiiggést, amely a tdmegmegmaradas torvényét és az aramlas folytonossagat fejezi
ki, kontinuitdsi egyenletnek nevezik.

Ha a kozeg 6sszenyomhatatlannak tekinthetd, akkor p, = p,, tehat
v,4,=v,4,.
. 1 Idm dV , ., v s . o
Mivel vA=—1, K =———=—=1, a térfogati dram erdssége (szamérték szerint a vizsgalt
Yo, p dt dt

felilleten idéegység alatt athaladt folyadék- vagy gaztérfogat), Osszenyomhatatlan kozeg
esetén nem csak a tomegaramok-, hanem a térfogati aramok is megegyeznek a két
keresztmetszetnél.

A kontinuitasi egyenlet gyakorlati szempontbdl is fontos Osszefiiggés, mert nagyon sok
esetben merev falt csévekben torténd aramlasoknal is hasznalhato'.

A kontinuitasi egyenletbdl példaul kovetkezik, hogy egy valtozd keresztmetszetli csében
aramld Osszenyomhatatlan folyadék vagy gaz esetén a csé két keresztmetszetére érvényes,

hogy

ha tehat 4, <4,, akkor v, >v,, vagyis a kozeg a kisebb atmérdjii szakaszokon felgyorsul.

Ezt a szamos tapasztalat altal igazolt jelenséget kvalitativ modon gy lehet értelmezni, hogy a
kozegnek a kisebb atmérdjii helyen gyorsabban kell haladnia, hogy adott id6 alatt ugyanannyi
tdmeg menjen at itt, mint a nagyobb atmérdjli helyen.
Ha egy valtozo keresztmetszetii csOben torténd
aramlast modelleziink a kordbban megismert
aramvonal-késziilékkel, akkor kideriil, hogy a
keskenyebb, nagyobb sebességli helyeken az
aramvonalak Osszesliriisodnek (dbra). Ennek az az
oka, hogy az dramvonalak folytonos vonalak, amelyek nem szakadhatnak meg. Ez azt jelenti,
hogy az aramvonalak nem csak a sebess€¢g iranyardl, hanem a sebesség nagysagarol is
tajékoztatast adnak: nagyobb dramvonal-siirliség nagyobb sebességet jelent.

! Surlodasos aramlasnal a cs6 keresztmetszete mentén a sebesség valtozik, ilyenkor az dsszefiiggésbe az atlagos
sebességet kell beirni.
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Bernoulli'-egyenlet

Most vizsgaljuk meg a masik megmaradd mennyiséget, az energiat, egy nehézségi erétérben
aramlo kozeg esetén. Feltételezziik, hogy a kozeg osszenyomhatatlan, az aramlés idében
dllando és surloddasmentes.

Ismét valasszuk ki egy aramcsonek az 4, és A, keresztmetszettel lezart részét (abra), és

szamitsuk ki, hogy mennyivel valtozik meg a kivalasztott térfogatban 1évo kozeg energiaja, ha
a térfogat elmozdul. Az elmozdulds sordn a
térfogatelem ab keresztmetszete az a’b’ helyzetbe-, cd
keresztmetszete pedig a ¢’d’ helyzetbe keriil. Mivel az
aramlés idében allandd, az elmozdulas soran a térfogat
a’b’ és cd kozotti része valtozatlan marad, tehat az
energiavaltozas szamitdsdnal nem kell figyelembe
venni. Az energiavaltozds szempontjabol a folyamat
ugy foghat6 fel, hogy az ab-a’b’ térfogatelem az [
helyzetb6l az ugyanakkora térfogata cd-c’d’
térfogatelem helyére, a 2 helyzetbe keriil. Mivel a
kozeg Osszenyomhatatlan, az [ ¢és 2 térfogatelem ---------------mmomooopmaoog

térfogata megegyezik, tehat dV = A,ds, = A4,ds, . vizszintes alapszint

Erre a térfogatelemre az /=2 elmozdulds kozben hat a nehézségi erd ¢és a
keresztmetszeteken fellépd nyomdsokbdl szarmazé feliileti erdk (a kozeget ideédlisnak
tekintjiik, tehat belsd surlodasbol szarmazé erdkkel nem szamolunk). A térfogatelem
sebessége ekozben v, -rél v,-re valtozik.

A helyzeti- és mozgasi energia Osszegének megvaltozasa a kivélasztott térfogatra hatd erdk
munkdjaval egyenld, eldszor tehat ki kell szamitanunk az egyes er6k munkajat.
Az A, feliiletre hat6 eré F, = p,A,, ennek munkdja a As, elmozdulas soran
AW, =F,4s, =p,A,4s, =p, AV .
Az A, feliiletre haté er6 munkdja hasonloan kaphato:
AW, ==F,As, ==p,A, 45, =—p, AV .

Az 6sszes munka
AW =AW, + AW , = p, AV —p, AV .
A helyzeti energia megvaltozasa, mikozben a térfogatelem sulypontja s, magassagbol 4,
magassagba emelkedik
AE, =pAVg (hy, —h,) .
Ha az éaramcsé eléggé vékony, akkor a sebesség egy keresztmetszet minden pontjan
azonosnak tekinthetd, igy a mozgasi energia megvaltozasa

A, =L pav 2 v ).
A teljes energiavaltozas
AE = AE, + AE, = pgAV (h, ~hy) +5 paAV b7 =v})
A munkavégzés €s az energiavaltozas kozott fennallo
AW = AE
Osszefiiggésbol az kovetkezik, hogy

! Daniel BERNOULLI (1700-1782) svajci matematikus és fizikus
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1
P, =P, =pg(h,—h) +;p(v§ _VJZ)-

Az egyenlet atrendezésével azt kapjuk, hogy egy vékony éaramldsi csé tetszdleges két
keresztmetszetére érvényes, hogy

1 1
P+ Vit pghy = pyt S it pgh;
Ez azt jelenti, hogy vékony dramlési csé mentén
p +§pv ° + pgh = dallando .

Ez a Bernoulli-egyenlet, ami osszenyomhatatlan kozeg surlodasmentes, idoben dllando
aramlésara érvényes. Mivel feltételeztik, hogy a kozeg jellemzdi azonosak egy
keresztmetszet minden pontjan, az egyenlet szigorian véve végteleniil vékony aramcso-,
vagyis egy aramvonal mentén érvényes.
A Bernoulli-egyenlet — nem til nagy aramlasi sebességeknél — merev falu csében torténd
aramlasnal is alkalmazhato, és a

v, 4, =v,4,
kontinuitasi torvénnyel egyiitt alkalmas a sebesség €s a nyomas kiszamitdsara ismert
geometriaju cso tetszoleges helyén, ha a sebességet és a nyomast ismerjiik egy helyen.

A kozegben fennalld p nyomas és a v aramlasi sebesség kozotti kapcesolat kiilondsen jol
latszik, ha vizszintes csében torténd aramlast vizsgalunk. Ekkor ugyanis 4, = h,, tehat az
egyenlet a
pratpvi=p,+lpv:
YA p; 5 PV,
alakban érvényes. Az Osszefiiggésbdl latszik, hogy ha v, >v,, akkor p, <p,, vagyis a

nagyobb sebességli helyeken a kozegben kisebb a nyomas. Ezt egyszeri kisérlettel
igazolhatjuk.

KISERLET:

Egy valtozd keresztmetszetli, vizszintes csdben folyadékot
aramoltatunk. A csé  kiilonbozd helyeihez fliggdleges
csoveket csatlakoztatunk, amelyekben a folyadékszint
magassaga (hidrosztatikai nyomdsa) méri a folyadékban
uralkodd6 nyomast. A  nyomas a  keskenyebb v, V,>V, v,
csOszakaszokon kisebb, mint a szélesebb részeken.

A jelenség a kontinuitasi egyenlet és a Bernoulli-egyenlet segitségével magyarazhato. A
kontinuitasi egyenlet szerint a keskenyebb csdszakaszon nagyobb a sebesség (v, >v,), a

Bernoulli-egyenlet szerint pedig a nagyobb sebességii helyeken kisebb a nyomas (p, < p, ).

Az a tény, hogy az aramlas nagyobb sebességli részein a kornyezethez képest lecsokken a
nyomads, szamos gyakorlati szempontbdl is fontos jelenség

kivalté oka lehet (pl. sz¢l altal letépett tetd, egymas mellett — A v \A, Y, /

haladé jarmiivek kozott fellépd vonzo hatas, vizlégszivattya — - 7 77 P,
miikodése). P

A sebesség ¢s nyomas kozotti kapesolat felhasznalhato arra,

hogy az aramlési sebesség mérését nyomasmérésre vezessiik p,-p,=pgAh TAh
vissza. Az egyik ilyen eszkdz (Venturi-csd) vazlata az abran I
lathato. A specialisan kialakitott csovet az aramléds utjaba
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helyezik és megmérik a csd két kiillonboz6é keresztmetszetli részében kialakult p, —p,
nyomaskiilonbséget. Ebbdl a keresztmetszetek ismeterében, a kontinuitdsi- és Bernoulli-
egyenlet segitségével a v, aramlasi sebesség megkaphato.

A nagy sebességli helyeken bekovetkezd nyomascsokkenés egyszerli kisérletekkel
demonstralhato, amelyek néha eléggé meglepd eredményeket produkalnak.

KISERLETEK:

Egy tolcsér szélesebb vége elé tett gyertya langja nem az aramlas irdnyaba-, hanem a tolcsér
felé hajlik.

A tolcsér szélesebb végébe tett pingpong labdat a masik végébe erdsen belefijva nem tudjuk
kifajni a t6lcsérbol.

A magyarazat az, hogy a tolcsér falanal aramlé levegdben kisebb a nyomas, mint a kérnyezd
levegdOben, igy a kornyezé levego a langot is €s a pingpong labdat is a tolcsér felé nyomja.

Hasonl6 eredményre jutunk az alabbi kisérletnél is, de az aramlasi viszonyok itt
attekinthetdbbek.

KIiSERLET:

Két konnyl sik lapot vizszintes tengelyekre fliggesztiink fel,
amelyek koriil szabadon lenghetnek. A lapokat egymdshoz
kozel helyezziik el, és a lapok kozé feliilr6l erésen beftjunk.
Ekkor a lapok — a varakozassal ellentétben — nem tavolodnak
egymastol, hanem egymas felé lendiilnek (dbra).

légaram

Ennél is meglepdbb az a kisérlet, amit aecrodinamikai paradoxonként tartanak szamon.

KISERLET: legaram
Az abran lathato eszkoz felso része egy fiiggdleges cso és egy vele
egybeépitett, kozépen lyukas korong. Az also rész a fels6 koronggal
azonos méretli, vele parhuzamos, de hozza nem rogzitett korong
(nem lyukas), amely vékony vezetd rudakon fliggéleges iranyban
szabadon elmozdulhat. Ha a cs6be erdsen belefijunk, akkor a levegd
a csovon at a két korong kozotti térbe jut és a korongok kozott
aramlik ki. A befujaskor az als6 korong gyorsan elmozdul felfele, és
szinte hozzatapad a fels6 koronghoz. Ha a fijast abbahagyjuk, az
also korong leesik az eredeti helyzetébe.

P kiils6

A két utdbbi kisérlet eredményének magyarazata is az, hogy a légaramlas helyén a nyomas
lecsokken, és a mozgathat6 lapokat a kornyez6 levegd nagyobb nyomadsa a kisebb nyomdasu
hely, tehat a 1égaramlat helye felé nyomja.
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Sarlédasos aramlasok

A valdsagos folyadékokban és gazokban mindig van belsd surlodds, ami az aramlasokban
fontos szerepet jatszhat. Ez nem csak abban nyilvanul meg, hogy a belsé surlodas
elhanyagolasa jelentds hibdkhoz vezethet, hanem abban is, hogy vannak olyan jelenségek,
amelyek a bels6 surlodés figyelembe vétele nélkiil nem is értheték meg. Most néhany bels6
surlodassal kapcsolatos aramlasi jelenséget vizsgalunk meg.

Surlédasos aramlas és Bernoulli-egyenlet

A belsé surlodas egyik kovetkezménye az, hogy a mechanikai energia egy része elvész, ezért
a mechanikai energia megmaradasat kifejezé Bernoulli-egyenlet surlédasos aramlasokban
nem érvényes.

Ez szemléletesen bemutathatd, ha egy nagyméretli edénybdl egyenletes keresztmetszetil,
vizszintes csOvon kiaramlo folyadékban megmérjilk a nyomast a csé kiilonbdzd helyein
(dbra). A nyomas mérésére itt a csé kiilonbozé helyeibe beépitett fiiggdleges csoveket
hasznalunk. Az aramlé folyadék adott helyén uralkodd
nyomas olyan magas folyadékoszlopot emel fel,
amelynek hidrosztatikai nyomdsa egyenld a folyadék
nyomasaval. Mivel a hidrosztatikai nyomas aranyos a
folyadékoszlop magassagaval (p = pgh ), a fliggdleges
csovekben mérheté magassagok jol mutatjdk a ‘
nyomaseloszlast az &raml6 folyadékban. |

Mivel a tomegmegmaradas miatt a cs6ben mindentitt vV-azonos

azonos a sebesség, a Bernoulli-egyenlet szerint a nyomésnak is mindeniitt azonosnak kellene
lenni (a cs6é vizszintes). A valdsagban azonban a nyomas a csdben az edénytdl tavolodva
fokozatosan csokken, vagyis a Bernoulli-egyenlet nem érvényes.

Mivel a problémat az elveszett mechanikai energia okozza, a Bernoulli-egyenlet surlédasos
aramlésban csak akkor hasznalhatdo, ha az energiaveszteség elhanyagolhatdé a teljes
mechanikai energidhoz képest. A gyakorlatban a torvényt strlodasos aramlasoknal ugy
alkalmazzak, hogy megbecsiilik a veszteségeket, és ezek hatasidt az egyenletben egy
kiegészitd taggal veszik figyelembe.

p csokken

dok kg kok kK ok sk sk kokosk kR ok skokkdok kR kokk

RV
Kimutathato, hogy ez a feltétel csében aramld kozeg esetén akkor teljesiil, ha P
n

stirlisége, R a cs6 sugara, v az aramlas atlagos sebessége, 77 pedig a belsd surlodas nagysagat jellemzo

>>] , ahol p a kozeg

mennyiség, a kozeg viszkozitasa (lasd alabb). Lathatd, hogy a viszkozitds mellett fontos szerepet jatszik a csé
sugara ¢€s az aramlasi sebesség is. Ezt az Osszefiiggést azonban oOvatosan kell alkalmazni, ha ugyanis a
baloldalon all6 mennyiség til nagy, akkor az aramlas turbulenssé valik, és a Bernoulli-egyenlet végképp
érvényét veszti.

ook skosk sk skok kosk ook skoskosk skok sk sk sk skeoseodk skoskok skosk

A Newton-féle surlodasi torvény

A belsd surlodas kozvetlen kovetkezménye az, hogy a kozeg kiilonbdzd sebességgel mozgd
részei kozott nyirderdk lépnek fel, a gyorsabban haladd rész igyekszik magaval vinni a
lassabban mozgot, a lasstibb pedig fékezi a gyorsabban mozgot.
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Ezt a jelenséget figyelhetjiilk meg akkor, ha pl. glicerinbdl vagy strti mézbdl kiemeliink egy
fémlapot. A fémlapra ratapad a folyadék, és magaval visz egy felfelé vékonyodo
folyadékréteget, ugyanakkor a lapon visszahuzo er6t észleliink. A szilard feliilet nem mozog a
folyadékhoz képest, surlédas csak a folyadék részei kozott 1ép fel, ezért nevezik belsd
surlédasnak.

A belsd surloédas egyszerlien tanulmanyozhatd az

abran lathat6 elrendezés segitségével. Itt két z A

egymashoz  kozel elhelyezett, A  feliiletd, 7 I >
parhuzamos siklapot latunk oldalnézetben. A lapok R — an’ 1—'f

kozott vékony folyadékréteg van. Az also lapot az - F

xy sikban rogzitjik, a téle z, tdvolsagban 1évo . F,

fels6 lapot pedig x-irdnyban egyenletes v, Z"'d; —V’Vx"'dvx ;—:—FX
sebességgel mozgatjuk. Ehhez er6t (F) kell s Fy
kifejteniink, ami a folyadékban fellépd belsd >

surlodasi erd legyOzéséhez sziikséges. Nem tul 0 vrrrrrrrrrrrrrrrrrr X

nagy sebességnél a kialakult aramlas laminaris. A
kisérletet kiilonbozd sebességekkel, lemeztavolsagokkal és feliiletekkel elvégezve, azt
talaljuk, hogy
F=nt4,
2y

ahol 7 az anyagi mindségtdl fliggd, a belsd surlddasra jellemzd allando, amit viszkozitdsnak
neveznek (S7 egysége: [ lﬁ ).
m

A sebesség a folyadékban az alsé lapnal mérhetd v =0 értékrdl fokozatosan né a felsd lap
v, =v, értékére, vagyis a sebesség fligg a z-koordinatatol: v_=v (z ).

Az erdre kapott 0sszefiiggés barmilyen rétegvastagsag esetén fennall, ezért varhatd, hogy ha a
folyadék belsejében vizsgalunk meg egy nagyon vékony réteget, akkor annak a mozgatasahoz
sziikséges F, nyirderdt, amit a szomszédos réteg fejt ki (abra), ugyanilyen Osszefiiggés adja
meg

dv

F(z)=n—*4.
(z)=n ra

A folyadékban kivalasztott tetszéleges dz vastagsagu réteg allando sebességgel mozog, tehat
a ra hato erdk ereddje nulla. Mivel ez a kivélasztott réteg szomszédjaira is igaz, a nyiroerd
nem filigghet a helyt6l, és azonos a felsd lap huzasédhoz sziikséges erdvel, vagyis:
dv 1

4 =n—"4.

z Z,

F.=n

Ez csak ugy lehetséges, hogy a sebesség hosszegységre esd valtozasdt megadod 7
Iz

sebesség-gradiens 1s mindeniitt azonos, és egyenld a teljes sebesség-gradienssel
dv (z) v,

dz z,

b
a sebesség linedrisan valtozik a réteg mentén:
v
__0
v(z)=—"z.
2y

A rétegek érintkezési feliiletén hatd
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dv
F = :
=1 e
nyirderdnek megfeleld nyirofesziiltség
L F, dv,
A Ta

A tapasztalat szerint ezek az Osszefiiggések nem csak az itt targyalt specialis esetben igazak,
hanem a legtobb kozonséges folyadékban és gazban altalaban is érvényesek. Ha egy kozeg
tetszéleges helyén kivalasztunk egy elemi feliiletet, akkor a feliilet két oldalan elhelyezkedd
kozegrészek kozott az ott fenndlld sebesség-gradienssel ardnyos nyirderd- illetve
nyirofesziiltség 1ép fel.
A bels6 strlodési erd és az érintkezési feliiletre merdleges (pl. z-irdnyu) sebesség-gradiens
kozott fennallo
dv

F Udz A
Osszefliggést Newton-féle surlodasi térvénynek nevezik.
Bels6 surlodas szempontjabdl a kiilonbozé folyadékok eltéré modon viselkednek. Azokat a
folyadékokat, amelyekre érvényes a Newton-féle surlddasi torvény, newtoni folyadékoknak
nevezik. Ilyenek pl. a tiszta folyadékok és a valodi oldatok.
Nem newtoni folyadékok pl. a kolloid oldatok, szuszpenzidk, és altaldban a tobbfazist
folyadékok. Ezeknek a folyadékoknak a leirasara a fenti torvény altaldban nem hasznalhato.

Laminaris aramlas cs6ben

Lattuk, hogy sik lemezek kozott aramld kozeg dramlasi sebessége fligg a helytdl. Gyakorlati
szempontbol még fontosabb tudni, hogy milyen a sebességeloszlds egy csében aramlo
kozegben, ha az aramlas laminaris. Abbol a tapasztalati ténybdl kiindulva, hogy a cs6 falanal
a sebesség nulla, azt varjuk, hogy a sebességnek maximuma van a csd kozépvonaldban. A
kérdés az, hogy hogyan valtozik a sebesség a cs6 falara merdleges iranyban.

A sebességeloszlast elméleti Giton gy hatirozhatjuk meg, hogy felirjuk az abran lathato,
egyenletes keresztmetszetli, R sugart, € hossziisagu csOben kivalasztott » sugaru henger
mozgasegyenletét. Ehhez szdmba kell venniink a

hengerre haté eréket. Az x-tengely irdnyaba mutat d =

a p, nyomasbol szarmazo : -— X R
AL,

erd, az x-tengellyel szembe mutat a p, nyomasbol / —F_

szarmazo - X

F, =-p,A=-p,r'z
erd, végiil a henger palastfeliiletén fellép az x-tengellyel szembe mutatd

dv dv
F,=n—="A4,=n—="2rat
dr dr
belsd surlodasi erd (a sebesség a sugar novekedésével csokken, tehat ez az erékomponens

negativ lesz). Itt 4, a henger palastjanak feliilete.

Az eredd erd ennek alapjan
dv

L 2rid .
dr

Mivel a kozeg allando sebességgel aramlik a csOben, a kivalasztott tomeg gyorsulasa nulla,
ezért az eredo eronek nullanak kell lenni, tehat

er :F1x+F2x+va :(P1_P2)”2”+77
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dv

L 2rd =0,

(pl D> )”2”"'77 p
r

azaz
dv

(pl —pz)r+2£77 0.

Az egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy
dv, (pz — P> )

=— r.

dr 2en

X p—
r

Az egyenlet konnyen integralhato:

_ 2
v.(r) =——(p’2£p2)r7+c =—Kr’ +C.
n

Itt bevezettik a K = % jelolést. Meg kell hatdroznunk még a C allandot.
n

Tudjuk, hogy a cs6 falanal a sebesség nulla, tehat
v.(R)=-KR’+C =0,
igy az allando
C=KR".
Ezt behelyettesitve, és K helyébe visszairva az eredeti kifejezést, a sebességeloszlasra azt
kapjuk, hogy

v .(r) =M(R2 —rz).

4¢en

Ez egy forgasi paraboloid egyenlete, amelynek
szimmetriatengelye a henger kdzépvonaldban (r =0) R —F—=-= R
van. A cs0 faldnal a sebesség nulla v _(R)=0, a csd ‘—“:;
kézépvonaldban v.(0)= MRZ . A 0 ;

4en >
sebességeloszlas  sikmetszetét sematikusan a e —
mellékelt dbra mutatja. R = > V(0

A kisérletek azt mutatjak, hogy newtoni folyadékok
lamindris aramléséra a kapott sebességeloszlasi torvény helytallo.

Hagen'-Poiseuille’-torvény

Gyakran sziikség van arra, hogy kiszdmitsuk, mekkora a tOomegaram egy egyenletes
keresztmetszetli csOben aramlé kdzeg esetén.

Ha a kozeg idealis, akkor ez a feladat konnyen megoldhat6, hiszen a kdzeg minden pontja
azonos v sebességgel mozog, igy egy A feliiletli csévon foly6 tomegaram 7/, = pv4 .

Mas a helyzet akkor, ha az aramléas surlodasos, mert akkor a sebesség a csé keresztmetszete
mentén valtozik. Az aramerdsség a sebességeloszlds ismeretében ebben az esetben is
kiszdmithatd, csak a csdben mozgd kozeg keresztmetszetét olyan dA feliiletelemekre kell
felosztani, amelyeken belill a sebesség mindeniitt azonosnak tekinthetd. Egy ilyen
feliiletelemen foly6 elemi aram a dI,, = pvd4  Osszefiiggéssel szamithato ki, a teljes dram

pedig az elemi aramok Osszegzésével kaphatd meg.

! Gotthilf HAGEN (1797-1884) német fizikus és hidraulikai mérnok
? Jean POISEUILLE (1797-1869) francia orvos, fiziologus



TOTH A.: Folyadékok és gazok aramlasa/2 17
(kibovitett oravazlat)

Egyszeriien elvégezhetd ez a szamitas egy hengeres cs6 esetén, mert ekkor a sebességeloszlas
hengerszimmetrikus. Az elemi feliiletet célszerli korgytrii
formdjaban felvenni, amint az a mellékelt dbran lathato. Itt az
elemi feliilet
dA = 2rmdr,
a sebesség az r sugarnal a korabbi jeloléssel
v(r):K(R2 —rz),
igy a korgytirtin atfoly6 elemi aram
dl, = pv(r)dAd = pK(R? — 1 2rmdr
Az R sugaru csOben folyo tomegaram erdsségét az elemi aramok Osszegzésével, azaz
integralassal kapjuk:

I = anKf (R? = Jrar = 2;sz{TR2rdr —T r3dr} - 2;sz{R—4 —%4} _ 7K g
0 0 0

2 2
(p1 _pz)
4en

Beirvaa K = kifejezést, azt kapjuk, hogy
I :E(pz _pz)th'
" 8n ¢
A tdmegaram helyett gyakran a térfogati aramot hasznaljak, amit a stiriséggel vald osztassal
kapunk:
I, :i(pz _pz)Rzz.
8n ¢
A csében dramld kozeg aramerdsségére vonatkozé fenti Osszefiiggéseket Hagen—Poiseuille-
torvénynek nevezik.
A torvény szerint a cs6ben folyd d4ram erdssége aranyos az daramot létrehozd
nyomaskiilonbséggel. Az elektromos aramnal bevezetett ellenallds mintajara gyakran
bevezetik a

(p,—p,) _ 87t
I, R’
mennyiséget, amit a cs aramldssal szemben tanusitott ellendlldsanak jellemzésére
hasznalnak. Lathat6, hogy a cs6 ellenallasa nagyon erdsen fligg a csé sugaratol, a csdsugar
csokkenésével igen gyorsan nd.
Az aramlas jellemzésére gyakran dtlagos sebességet hasznalnak, amit példaul a
2
v—:I_V: Iy :R (p1 _pz)
A R’m 8n ¢

Osszefliggéssel definidlnak.

A Hagen—Poiseuille-torvény lehetdséget ad a viszkozitas meghatarozasara, hiszen ha ismerjiik
a csO geometriai adatait, megmérjilk a nyomaskiilonbséget ¢és az aramerdsséget, akkor a
viszkozitas kiszamithatd. A viszkozitds egyéb mérési modszereivel a laboratériumban
talalkoznak.

Turbulens aramlasok

Ha egy csében az aramlas sebességét noveljiik, akkor az aramlas turbulenssé valik. A kozeg
részecskéi ilyenkor a haladé6 mozgéds mellett forgomozgast is végeznek, az dramvonalak
Osszekeverednek, orvények jelennek meg, az &ramlds nagyon bonyolultta valik.
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Ezt j6l mutatja egy folyadékaramba vékony csévon bevezetett szines folyadékfonal
viselkedésének megvaltozasa, amit az alabbi dbra szemléltet. Lamindris dramldsban a szines
fonal az aramvonalakkal parhuzamos egyenest rajzol ki (a abra), az aramlési sebességet
novelve a szines fonal ,,0sszegabalyodik™ (b 4abra), és megmutatja, hogy az &ramlas
turbulenssé valt.

=AM\

a b

A turbulenssé valds az aramlasokra vonatkozo Un. hasonldsagi elmélet szerint egy dimenzid
r e , . L O . . , 1 ’ . r
nélkiili szdm bizonyos értékénél kdvetkezik be. Ezt a szamot Reynolds'-szamnak nevezik, és

csoben torténd aramlas esetén értékét az

R=PY
n

Osszefliggés adja meg (r a cs sugara, p a kdzeg siirlisége, v az dramlas atlagos sebessége).

Az elmélet szerint az aramlds sima falu, hengeres csdben akkor valik turbulenss¢, ha a

Reynolds-szam nagyobb, mint az R, =200 kritikus érték, vagyis ha

PV 1200 .
n

Ebbdl megkaphatjuk, hogy adott kdzeg és adott csOsugar esetén mekkora az a v, kritikus
aramlési sebesség, amely felett az dramlés turbulens lesz:

v, ~1200-L.
or

A fenti feltételbdl egyrészt az lathatd, hogy a viszkozitds novelésével a kritikus sebesség nd
(viszkozus kozegben nehezebben alakul ki turbulencia), masrészt, adott kozeg esetén annal
nagyobb sebességnél valik turbulenssé az d&ramlas, minél vékonyabb a csé (vékonyabb csében
nehezebben alakul ki turbulencia). A nagysagrendek szemléltetésére: 20 °C-os viz aramlasa
esetén példaul » =7 cm sugarticsében v, =0,/12 m/s ,de r =1 mm -nélmarv, =1,2 m/s .
Turbulens 4ramldsban a lamindrishoz képest Iényegesen R
megvaltoznak az éaramlasi viszonyok. Egy csOben példaul a —
sebességeloszlas 1ényegesen kiillonbozik a lamindris aramlasra
kiszamitott eloszlastol. Az abra a kiatlagolt sebességeloszlast
mutatja sematikusan egy kis viszkozitdsu kozeg (pl. viz vagy
levegd) ilyen 4ramlasaban. Lathaté, hogy a sebesség
gyakorlatilag csak a fal kozelében 1évd vékony hatarrétegben g = 0
valtozik, a faltdl tavol a sebesség a helytdl alig fiigg, az aramlas
gyakorlatilag surloddsmentes.
Az elmélet szerint a belsé surlodast ilyenkor az dramlésban elhelyezkedd feliiletek (pl. cséfal,
akadaly) mentén egy vékony hatarrétegben kell figyelembe venni, ahol 6rvények alakulnak
ki, a feliilettdl tdvolabbi helyeken a kozeg idealis kozegként viselkedik.
A Hagen—Poiseuille-torvény ilyenkor nem érvényes, a tapasztalat és a szamitasok szerint a
csO ellenallasa altalaban sokkal nagyobb, mint laminaris d&ramlasban.

" Osborne REYNOLDS (1842-1912) ir fizikus és mérnok
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Folyadékban vagy gazban mozgo testekre haté erok

Szamos tapasztalat mutatja, hogy egy nyugvo' kozeg a benne mozg testre, ill. egy aramlo
kozeg a benne nyugvo testre erét gyakorol. Ennek a jelenségnek nyilvanvaléan komoly
gyakorlati jelentdsége van, ezért az erd ismerete nagyon fontos.

Egy kozegben mozgd testre haté erdé meghatdrozasa a hidrodinamika legbonyolultabb
problémai koz¢ tartozik, amelyeknek megoldésandl alapvetd szerepet jatszanak a kisérletek. A
relativitas elvébdl kovetkezik, de mérésekkel is kimutathat6, hogy a nyugvé kozeg a benne v
sebességgel mozgod testre ugyanolyan erét gyakorol, mint a v sebességgel aramld kozeg a
benne nyugvo testre. Ez teszi lehetévé, hogy az erd vizsgalatanil a kdzegben mozgo test
helyett a laboratériumban nyugvo testet vizsgaljunk aramlé kdzegben.

Az dramlasok kisérleti vizsgéalatanal nagyon fontos szerepet jatszik a Reynolds-szam. Ha egy
tulsdgosan nagyméretli test viselkedését szeretnénk megvizsgalni folyadék- vagy gdzdramban,
akkor kézenfekvOnek tlinik, hogy a nagyméretii test helyett a test geometriailag hasonlo,
kicsinyitett modelljét vizsgaljuk. A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy ugyanolyan
aramlésban a kicsinyitett modell egészen masképp viselkedik, mint az eredeti. A hasonldsagi
elmélet szerint két aramlas dinamikailag csak akkor hasonld, ha az aramlasokban a Reynolds-
szam megegyezik. Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy a kicsinyitett modell dinamikai
szempontbol akkor viselkedik ugyaniugy, mint az eredeti test, ha biztositjuk ezt a hasonlosagi
feltételt. A kicsinyitésnek sajnos hatart szab az, hogy R~ rv, tehat a Reynolds-szam
azonossaganak biztositdsdhoz a méret csokkenését a sebesség novelésével kell kompenzélni,
¢és a sebesség csak egy bizonyos hatarig novelhetd. Ennek részben technikai okai vannak, de
gazallapoti kozeg esetén komoly nehézséget okoz, hogy a sebesség novelésénél a kozeg
tulajdonsdgai 1ényegesen megvaltoznak (a levegd pl. a 330 m /s sebességhez kozeledve
0sszenyomhato kozegként kezd viselkedni).

Kozegellendllas
Egy a kézeghez képest mozg6 testre hatd erdnek mindig van egy olyan dsszetevdje,
amely a test sebességével ellentétes iranyu, tehat a test mozgésat akadalyozza. A
kozeg altal a testre kifejtett ilyen erdt
kozegellendlldasnak, vagy hidrodinamikai
ellenallasnak nevezik.

A kisérletek azt mutatjak, hogy egy
aramlasban elhelyezett (tehat a kdzeghez
képest mozgo) testre hatd erd nagysaga és
iranya fligg a test alakjatol, a testnek az
aramlashoz viszonyitott helyzetétdl és az
aramlés sebességétol.

A kozegellenallas  tisztdn  akkor 'y
tanulmanyozhatdo, ha olyan testet

valasztunk, amelynek legalabb egy I
szimmetria sikja van, és az aramldsba is ———N

,szimmetrikusan” helyezziik el, amint az K X
pl. a mellékelt a) abran lathat6. Itt az %
aramlas x-irdnyu, a z-irdnyban nagyon

hosszunak  gondolt test pedig b)

y

' A tovabbiakban a jelenségeket a Fold felszinéhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben vizsgaljuk, és a
LNyugvo” , . mozgd”, ,,aramld” jelzOket ebben az értelemben hasznaljuk.
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szimmetrikus az xz sikra. Ilyenkor az varhato, hogy — nem tul nagy sebességeknél — a
test koriil 1étrejott &ramlés is ugyanilyen szimmetridju (b) abra), €s emiatt a testre hato
erének (F, ) csak x-komponense van.

A tapasztalat szerint a kdzegellenallas két részbol tevodik Ossze.
Egyik 0Osszetevéje kozvetleniil a belsd surlédassal van kapcsolatban. A kozeg
sebessége a test feliiletén nulla, attdl tdvolodva fokozatosan nd, és a gyorsabban
halado részek erdt fejtenek ki a lassabban mozgo részekre és végsd soron a testre is.
Ez az On. surlodasi- vagy feliileti ellenallas. Kis sebességeknél a kozegellenallas
gyakorlatilag ebbdl a surlddasi ellenédllasbol szarmazik, ami aranyos a test és a kozeg
relativ sebességével

o=k,
ahol k a test alakjatol és méretétdl fiiggd aranyossagi tényezd. Gomb alaku test esetén
k =6, igy a surlddasi ellenéllas ekkor

F =6mrny.
Ez a Stokes'-torvény, aminek ismeretében leirhato egy kozegben esé golyd mozgasa,
¢s a golyo sebességének mérésével meghatarozhatd a kozeg viszkozitasa.

A kozegellendllds masik Osszetevdje egyrészt abbol ered, hogy az 4ramlas a test
homlokfeliiletének koézvetlen kozelében lelassul, az
aramvonalak itt megritkulnak, és a nyomas megnd
(Bernoulli-egyenlet). Ez az aramléas iranyaba mutato
er6t okoz. Nagyobb sebességeknél ehhez még az is
hozzajarul, hogy a testnek az aramlassal szembeesd
végén Orvények keletkeznek, amelyek szintén az
aramlas iranyaba esdé er6t eredményeznek. A
mellékelt dbran egy henger alaku test mogott kialakult
orvények lathatok.

Ez a két hatas hozza létre a nyomadsi- vagy alakellenallast. Az alakellenallas erdsen
fligg a test alakjatol és a test és a kozeg relativ sebességétdl, legtobb esetben a
sebesség négyzetével aranyos. Egy 4 homlokfeliiletli test és p slirliségli kdzeg esetén
ez az erf az

ny

LN
F =c—
ZPV

alakba irhato, ahol ¢ a test alakjatol fliggd allando, amit alakellendllasi tényezonek
neveznek. Az abran feltlintetett szamok az alakellenalldsi tényezd értékét mutatjak
kiilonbozé alaka testek esetén.

it 11 1

legkisebb. Ennek a testnek azért /AR A

kicsi az ellenalldsa, mert a test

mogott  gyakorlatilag  nincs

orvényképzodés, ezért az ilyen 1,2 144 036 048 048 0,05
testet aramvonalasnak nevezik.
A test mogott kialakuld dramlas
jellege a Reynolds-szamtol (adott kozeg és geometria esetén a sebességtol) fiigg. A
Reynolds-szam novekedésével a test mogott orvények jelennek meg, amelyek a testrol
leszakadnak, az aramlas tovabbsodorja azokat, de mindig ujra keletkeznek. Nagy

aramvonalas

korlap félgémb goémb kap test

" Georg STOKES (1819-1903) angol matematikus és fizikus
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Reynolds-szdmoknal (nagy sebességeknél) a
mozgd test mogott az Orvények nem
szimmetrikusan véalnak le a testr6l, hanem
valtakozva a test egyik- és masik oldalan, és
igy egy jellegzetes Grvénysor, un. Kdrmdn'-
féle 6rvényut jon létre.

A Karman-féle orvényut lathatdé a mellékelt
képen egy henger koriil kialakult valosagos
aramlasban.

A leszakad6 Orvények miatt lobog a szélben a
zaszl0o, és emiatt adnak hangot a szélben a kifeszitett drétok és kotelek.

Dinamikai felhajtoero

Eddig olyan esetekkel foglalkoztunk, amikor az aramlds — a benne elhelyezett
szimmetrikus test szimmetrikus elhelyezkedése miatt — tlikrzési szimmetridval
rendelkezett. Lattuk, hogy ilyenkor az dramlas iranyaval ellentétes kozegellenallas 1ép
fel. Ha ez a fajta szimmetria nem all fenn (vagy azért, mert a test nem szimmetrikus,
vagy mert nem megfeleld helyzetben van), akkor a kozegellenéllas mellett az aramlas
iranyara merdleges erd is fellép.

Ezt mutatja vézlatosan a mellékelt abra egy repiildgépszarnyhoz hasonlo,
tikorszimmetriaval rendelkez6 test esetén. Az a abran lathaté a ,,szimmetrikus”
helyzet, amikor a testre hat6é erdk ereddjének csak x-komponense van. Ha a test a b
abran lathato ferde helyzetbe keriil, akkor fellép egy y-iranyu erd is, amit dinamikai
felhajtoeronek neveznek (az elnevezés azzal fligg 0ssze, hogy a repiilégép szarnyan ez
az er felfelé iranyul). A felhajtoerd kozvetlen oka az, hogy aszimmetrikus test vagy

egy szimmetrikus test aszimmetrikus elhelyezkedése esetén az 4ramlas sebessége a
test felett nagyobb, mint alatta, ezért a Bernoulli-egyenletnek megfeleléen alul
nagyobb a nyomas, mint felil.

Ennek a helyzetnek a kialakuldsa meglehetésen bonyolult folyamatok eredménye. Egy
replilégép-szarnyhoz hasonld test esetén a jelenséget kvalitativ. moddon a
kovetkezOképpen lehet értelmezni. A test koriil kialakult aramlasban (a) dbra) a bels6

"KARMAN Tédor (1881-1963) magyar szarmazast amerikai mérnok és fizikus
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surlodas miatt a test csucsos végén egy Oramutatd jarasaval ellentétes iranyt orvény
keletkezik, és a perdiiletmegmaradas tétele miatt 1étrejon a testet koriilvevo, ellenkezd
(techat az Oramutatd jarasaval azonos) iranyl, zart aramvonalakkal jellemezhetd
aramlds, amit cirkuldcionak neveznek (b abra). A cirkulacié az dramlasi sebességet a
test felett megnoveli, alatta pedig lecsokkenti (¢ &bra), igy keletkezik az a
nyomaskiilonbség, ami egy felfel¢ iranyuld emelderdt eredményez. Az 4bra azt
szemlélteti, hogy a kialakuldo aramlast az eredeti aramlas és a cirkulacio

crer

Szintén a bels6 sirlodas miatt kialakulo cirkulacioval értelmezheté a Magnus'-
effektus, amely egyszeri kisérlettel bemutathato.

KISERLET: d@
Egy iires papirhengert forgassunk meg a tengelye koriil, és p
a forgd hengert engedjiik leesni. A henger palyaja jol (\r\
lathatéan eltér a fliggdlegestdl. Az abran oldalnézetben Py
latjuk a jelenséget: ha a hengert az éramutato jarasaval egy @

iranyban forgatjuk meg, akkor a henger a fiiggélegestdl
balra-, ellenkezd forgatas esetén attdl jobbra tériil el.

§@
N

Az effektus kvalitativ magyarazata a kovetkezd. Ha a henger egy kozegben mozog az
ugy is felfoghato, hogy a henger all ¢és a kozeg aramlik. Amig a henger nem forog,
addig az aramvonalak szimmetrikusak, eréhatas nincs (a abra). Ha a henger forog,
akkor a belsé surlodds miatt
magaval ragadja a kozeget, ¢és

@ F
. . —>
igy cirkulaciot hoz Ilétre (b A
abra), ami az  4ramlasi —*O—»
sebességet feliil megndveli, alul v I
pedig lecsokkenti (c 4bra).
Emiatt egy felfel¢é mutatd erd
jon létre, ami a test és a kozeg relativ sebességére merdleges. Ha a test mozog a

kozeghez képest, akkor ez az erd a testet eltériti eredeti mozgasi irdnyatol.

Vv

a b c

! Gustav MAGNUS (1802-1870) német kémikus és fizikus



TOTH A.: Feliileti jelenségek (kibdvitett 6ravazlat) 1

Fellleti jelenségek

Szamos tapasztalat mutatja, hogy egy folyadék szabad felszine masképpen viselkedik, mint

azt a hidrosztatika torvényei alapjan varnank. Ezt aldtdmasztd, konnyen megfigyelhetd

jelenségek példaul:

— viz felszinére 6vatosan elhelyezett borotvapenge vagy konnyti fémpénz nem siillyed el,

— afolyadék bizonyos koriilmények kozott stabil cseppeket képez,

— afolyadék felszine az edény falanal nem vizszintes, hanem gorbiilt,

— folyadékba martott vékony csdben a folyadékszint nem azonos az edénybeli
folyadékszinttel (emelkedés vagy siillyedés).

Ugy latszik tehat, hogy a felillet kozelében egy F

folyadékrészecskére az eddig szamba vett erék — a feliiletre

merdleges nyomoerd és a tomegerdk — mellett egyéb erdk is

fellépnek.

Csak igy lehet példaul értelmezni, hogy egy sik, vizszintes

feliileten a higany stabil cseppet képez, hiszen a feliiletnél

kivalasztott folyadekrészecske (a) abra) a nehézseégi erd (F, )

F+R =0

és a feliiletre merdleges nyomoerd (F,, ) hatdsa alatt nem lehet

a
egyensulyban. Az egyensulyhoz sziikség van egy a folyadék )
belseje fel¢ irdnyuld tovabbi erdre (F) is.
Ugyanigy, a feliiletnél fellépd kiilonleges erd fellépésével F Fn
magyarazhatjuk, hogy egy tivegedény falanal az edényben F+FR#0
1év6 viz felkaszik az edény fiiggbleges falara (b) abra). Itt az
egyensulyhoz a folyadék és a szilard fal talalkozasanal 1évo ==y
folyadékrészecskére a fal felé iranyuld erének kell fellépni. =

b)

Anélkil, hogy a jelenség molekularis targyaldsaba

belemennénk, megjegyezziik, hogy ezek az erdk a feliiletnél elhelyezkedd molekulak
aszimmetrikus helyzetébdl adddnak. A csepp kialakulasanal példaul a feliilet egyik oldalan
stirtin elhelyezked6 folyadékmolekuldk vannak, amelyeknek vonzo hatasa sokkal nagyobb,
mint a fellilet masik oldalan ritkan elhelyezkedd levegdmolekulaké. Ilyen aszimmetria
kovetkezménye a folyadéknak az edénytalra valo felkuszasa is, csak a folyadék és a szilard fal
érintkezésénél a targyalt esetben a szilard fal molekulai altal kifejtett erék nagyobbak'. Ebbol
az értelmezésbdl az is kideriil, hogy egy folyadék hatarfeliileti viselkedése nem egyszeriien a
folyadék tulajdonsédgaitdl fiigg, hanem attél is, hogy milyen anyag van a hatarfeliilet masik
oldalan. A feliileti jelenségek kvalitativ médon konnyen értelmezhetdk a molekularis kép
alapjan, de a jelenségek szamszer(i leirdsa ezzel a modszerrel nagyon nehéz.

A feliileti jelenségek a molekularis erék szamba vétele nélkiil is targyalhatok, ha a
jelenségeket megfigyelve, méréseket végezve a feliilet viselkedését jellemzé mennyiségeket
vezetiink be. A tovabbiakban ezt a fenomenologiai eljarast kovetjiik, a molekularis képet csak
a jelenségek kvalitativ értelmezésénél hasznaljuk.

' Hasonl6 aszimmetria minden hatarfeliiletnél jelen van, és emiatt a feliilet viselkedése az érintkez6é anyagok
mindegyikében eltér a tombi viselkedéstol. Egy szilard test feliilete is mutat feliileteti jelenségeket, de a szilard
anyagok sokkal kotottebb atomelrendezddése miatt ezek szabad szemmel nem figyelhetok meg.
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A feliiletben miik6do erok

Emlitettiik, hogy a feliileti jelenségek a molekularis kdlcsonhatdsok szambavételével nehezen
targyalhatok, a feliileti jelenségek leirasara mas modszert kell keresniink. Egyszeriibben
¢érhetiink célhoz, ha a folyadék feliiletében miik6dd, kozvetleniil tanulményozhatd feliileti
eroket vizsgaljuk meg, és ezek segitségével értelmezziik a feliilet sajatos viselkedését.

Ha a viz feszinén 0sz6 tlit vagy aluminium pénzérmét alaposabban megfigyeljiik, akkor
lathatjuk, hogy a feliilet az Uszd targyak alatt besiillyed, mint egy megfeszitett rugalmas
hartya. Ez a hartyaszerli viselkedés még vildgosabban latszik, ha létrehozunk egy vékony
folyadékréteget, ami szinte csak feliiletbdl all, és ezzel a hartyaval végziink kisérleteket.

KISERLET:

Kor alaku drotkeret két atellenes pontja kdzé cérnaszalat
kotiink ugy, hogy a cérna laza maradjon (@) édbra). Ha a
keretet szappanoldatba martjuk, akkor a kereten sik
folyadékhartya jon létre, és a cérnaszal ebbe a hartyaba
beagyazddik. Ha a keretet forgatjuk, akkor a cérnaszal a
hartydban ide-oda Uszik, lathatdan barmilyen helyzetben
egyensulyban van.

Ha a hartyat a cérnaszal egyik oldaldn kiszurjuk, akkor a a) b)
maradék hartyarész Osszehtzodik, ¢és megfesziti a
cérnaszalat.

A kisérletet ugy értelmezhetjiik, hogy a vizsgalt sik feliileten kivalasztott tetszéleges
vonaldarab mindkét oldaléra (a cérnaszdl egy vonaldarabjara is) fellép egy feliileti erd, ami
merdleges a vonaldarabra, €s a feliilet sikjaban miikddik. Mivel a vonaldarab mindkét oldalan
ugyanolyan folyadékfeliilet van, a két erd6 egymas hatdsat kompenzdlja, ezért egyensuly van
(a) abra: a cérnaszal egyensulyban marad). Ezt az er6t ugy tudjuk kdzvetleniil észlelhetéveé
tenni, hogy a kivalasztott vonaldarab egyik oldalan megsziintetjiik a folyadékhartyat, igy a
masik oldalra hat6 eré egyedill marad, és a vonaldarabot a megmaradt feliiletrész iranyaba
htzza (b) abra).

A kisérletekbdl azt a kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy a feliileti erd a feliiletet csokkenteni
igyekszik, a feliilet viselkedése egy megfeszitett rugalmas hartydhoz hasonlit. A feliiletben
miikodo, a feliilet méretét csokkenteni igyekvo fesziiltséget feliileti fesziiltségnek nevezik.

Fellleti feszlltség, feltleti energia

A feliileti fesziiltség jellemzéséhez a feliiletben fellépd erdket kell tanulméanyozni. Ezeknek az
eroknek kozvetlen vizsgdlatira a legalkalmasabb egy folyadékhartya, amelynek segitségével
az erok természetérdl szamszerl informaciokat is szerezhetiink.

Nagyon vékony folyadékhartyat siirli szappanoldatbol, vagy specialis, erre a célra kifejlesztett
folyadékbol készithetiink. Ezek a folyadékok egy drotkereten vékony hartyat képeznek, amit a
feliiletei jelenségek vizsgalatdra hasznalhatunk. Kozismert, hogy ezek az anyagok vékony
hartyat képeznek egy vékony csé végén is, amibdl befljassal buborékok hozhatok 1étre. A
buborékok szintén alkalmasak bizonyos feliileti jelenségek vizsgalatara.
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KISERLET:

Egy drotkeretet, amelynek egyik oldala szabadon
csusztathatd (a) abra) szappanoldatba martunk. A keletkezd E
vékony, sik hartya egy meghatarozott méretnél egyensulyban
van. Ha a mozgathat6 oldalra erét fejtink ki (pl. sulyt| — &—F—4&  L--F---
akasztunk rd), akkor a hartya megnyulik (b) abra), ha az er6t
megsziintetjiik, akkor eredeti méretére huzodik Ossze.

mozgathat6

Ez a kisérlet is azt mutatja, hogy vékony folyadékréteg feliilete oldal F

rugalmas hartyaként viselkedik, megnyujtdsahoz erét kell 9
kifejteni. Ebben az elrendezésben a feliiletet visszahtizd erdt a) b)
meg is lehet mérni, hiszen az egyensulyban egyenld a suly

altal kifejtett erével.

Ilyen hartyaval végzett kisérletek azt mutatjak, hogy a két parhuzamos feliiletet tartalmazo
hértya € hossztsagu hatarolo oldalara fellépd F),,, erd ardnyos a mozgatott oldal hosszaval,

artya
de nem fligg a hartya feliiletének nagysagatol

Fha’rtyazzoe'

A 2 szorz6t azért irtuk be, mert ez az erd két felillet megnyujtasdhoz sziikséges. Az egyik
feliiletet hatarold vonalra hat6 feliileti erd tehat

Fy=ot.
Itt o a folyadék anyagatdl, és a folyadék feliiletével érintkezd anyagtol fliggd aranyossagi
tényezo.

A feliilettel kapcsolatos ismert jelenségeket és a kiilonboz0 kisérletek eredményeit tigy tudjuk
értelmezni, ha feltételezziik, hogy egy feliileten kivalasztott elemi A€ hosszusagl vonaldarab
mindkét oldalara hato AF, felilleti er6t a

AF, = oAl
!
osszefiiggéssel adjuk meg. A o aranyossagi tényezGt feliileti fesziiltségnek nevezik' (SI

k :
egysége: N ;g ). Szamértéke az egységnyi hosszisagl vonaldarabra hat6 eré nagysagaval
m s

egyenlo.

Fontos tudni, hogy a feliileti fesziiltséget nem egyszertien a kérdéses folyadék tulajdonsagai
hatdrozzak meg, hanem az fiigg a folyadék feliiletét koriilvevd anyagtol is. Vagyis rendkiviil
pontatlan példaul az a kifejezés, hogy a ,viz feliileteti fesziiltsége 0,075 N/m ”. Ha a

vizfeliiletet levegd veszi koriil, akkor a feliileti fesziiltség valoban 0,075 N/m , de ha olaj,
akkor 0,021 N/m .

A kisérleteknek van egy masik értelmezési lehetdsége is, ami azon a tapasztalaton alapul,
hogy a felillet megndveléséhez munkat kell végezni, ami idedlis esetben a feliilet
Osszehuzodasakor visszanyerhetd. Ebbdl kiindulva feltételezhetjiik, hogy a feliiletnek
energidja van, ami a feliilet novelésével nd. A feliileti energia
¢s a feliilet nagysaga kozotti 6sszefiiggéshez ugy juthatunk el,
hogy kiszamitjuk a feliiletben mikodd erd altal végzett
munkat a feliilet megnovelésekor. Ha a mozgathato oldalua
drotkerettel végzett kisérletiinkben a mozgathatd oldalt Ax f
tavolsaggal elmozditjuk (dbra), akkor a feliileti er6 munkaja

AA

T
%)
X

b —— T —— 4
~N

\
x

! Az elnevezés nem szerencsés, mert ugyanigy nevezik a feliiletben fellépé fesziiltséget is.
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AW, =—F; Ax
igy a feliileti energia
AE, =—AW, =F Ax .
A feliileti erdre kapott korabbi kifejezést felhasznalva az energiavaltozésra azt kapjuk, hogy
AE, = olAx = odA
ahol A4 a feliilet nagysaganak megvaltozasa. Ebben a felfogasban a feliileti fesziiltség

egysége LZ (ez természetesen megegyezik a korabban bevezetett N egységgel),
m m

szamértéke pedig az egységnyi feliiletvaltozassal jard energiavaltozas nagysagaval egyenlo.

A feliilettel aranyos feliileti energia 1étezése egyszert fizikai magyarazatot ad arra, hogy a
folyadékok a feliiletiiket csokkenteni igyekeznek: a feliilet csokkenésével csokken a folyadék
energidja.

A feliilet csokkenési tendencidjat szamos kisérlet mutatja.

KISERLETEK:

— Ha egy vékony csdvel szappanbuborékot fujunk, és a csovet nyitva hagyjuk, akkor a
buborék 6sszehuzodik.

— A sikidom alaku drotkereten sik hartya jon létre, de bonyolultabb drotvdzakon is olyan
hartyak alakulnak ki, amelyeknek a feliilete az adott vaz esetén a lehetd legkisebb.

A feliilet csokkenési tendencidja a molekuldris kép segitségével szemléletesen is
magyarazhatd. Egy folyadékban a molekulak
egymast vonzzak. Ezt a jelenséget kohézionak-, a
fellépd vonzoerdt pedig kohézios eronek nevezik. A
szomszédos molekulaktol szarmazé kohézios erdk
a folyadék belsejében atlagosan kompenzaljak
egymast (F_, =0), a feliileten viszont ezeknek az

feltlet

F

ereddje a folyadék belseje felé mutat (F,#0), ke

amint azt a mellékelt abra szemlélteti. Ez azt =0 folyadék
jelenti, hogy a kohézios er6 a feliileti molekulékat a

folyadék belseje felé igyekszik elmozditani.

A folyadék molekulaira a feliiletet koriilvevé anyag molekulai is vonzoerdt fejtenek ki, ez a
jelenség az adhézio, az ebbdl szarmazd erd az adhézios erd. Ha a folyadék feliiletét olyan
anyag veszi koriil, amely altal kifejtett adhézios erOknek a folyadék molekulaira kifejtett
hatdsa elhanyagolhatdé (pl. levegd) a kohézids erdkhoz képest, akkor a feliileten 1évo
folyadékrészecskék a kohézids erdk hatasara a folyadék belseje felé igyekeznek elmozdulni,
vagyis a feliilet valoban csokkenni igyekszik.

A kohézios erdk egyuttal a feliiletre egy Un. kohézios nyomast fejtenek ki. Ezt kozvetleniil
megmérni nem lehet, de kozvetett adatok szerint ez a nyomdas nagyon nagy, viz esetében
nagysagrendben az atmoszférikus nyomas 70.000-szerese. Ez megmagyardazza, hogy a
folyadékok kompresszibilitdsa kicsi, hiszen kiilsé hatas nélkiil is dsszenyomott allapotban
vannak.

Gorbuleti nyomas

Eddig foleg olyan esetekkel foglalkoztunk, amikor a folyadék feliilete illetve az azt modellez6
folyadékhartya sik volt. Ilyenkor egy feliiletelem szegélyére hato feliileti erék a feliilet
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sikjdban vannak, tehat az ereddjiik is ugyanebben a sikban van. Més a helyzet, ha a feliilet
gorbiilt. Ekkor a feliiletelemre haté feliileti erdk a feliilet érintdsikjaban vannak, és
ereddjiiknek van a feliiletre merdleges 0sszetevoje is. Egy ilyen gorbiilt feliiletelemre hato
feliileti erket mutat vazlatosan a mellékelt dbra. A jobb F
attekinthet6ség kedvéért a feliilet metszetét is feltiintettiik.

Ez azt jelenti, hogy egy gorbiilt feliileten mindig a homort F

oldal fel¢ mutatdé eredd erd 1ép fel. Az ebbdl az erébol " Ff3
szarmaz0, a homoru oldal irdnyaban hatd nyomadst gérbiileti

nyomdsnak nevezik. Fo

A gorbiileti nyomasra altalanos Osszefiiggést lehet kapni
ugy, hogy a feliilet kivalasztott helyén Osszegezziik egy
feliiletelemre hat6 erdket, amibdl a nyomas megkaphato. A
szamitas eredménye az, hogy a gorbilileti nyomds a
hatarfeliilet olyan helyén, ahol a legnagyobb ¢és legkisebb
gorbiiletnek megfeleld két, un. {6 gorbiileti sugarR, és R, :

pg RI RZ .

Ha a feliilet a kivalasztott helyen gombfeliilet részének tekinthetd, akkor R, =R, =R , vagyis

f2

20
Pe =g
A gombfeliiletre vonatkozd Osszefliggéshez energia-meggondoldsokkal egyszeriibb titon is
eljuthatunk. Ehhez el6szor vizsgéaljunk meg egy olyan esetet, ami méréssel is konnyen
nyomon kovethetd: szdmitsuk ki, hogy mekkora munka kell ahhoz, hogy egy gémb alaku
buborék sugarat — tehat a feliiletét is — megnoveljiik, és mennyivel n6é ekdzben a buborék
feliileti energidja.
Tudjuk, hogy a buborékban a felilletet csokkenteni igyekvd, befele mutato p, gorbiileti
nyomas jon létre. Tegylik fel, hogy az R sugara gomb sugarat AR értékkel megnoveljik,
Ekkor a gorbiileti nyomas miatt végzendd munka nagysaga
2
AW, =p,AAr =p 4R 7AR,
az ekdzben létrejott energiandvekedés pedig
AE, = 2004 = 20{4(R + AR 7 — 4R x|
(a 2 szorz6 a hartya két feliilete miatt kell).
Mivel az energiavaltozas és a munka nagysaganak meg kell egyezni, azt kapjuk, hogy
P 4R AR =204 (R + ARY 7 —4R 7.
Ebbdl egyszert atalakitdsok utan a
p,R*AR = 26(2RAR - AR

illetve a
p R’ =20(2R- 4R)
Osszefiiggést kapjuk.
Ha a sugar megvaltozasa nagyon kicsi, (AR << R ), akkor végiil a gorbiileti nyomasra a
_4o
P, = R

Osszefiiggést kapjuk.



TOTH A.: Feliileti jelenségek (kibSvitett 6ravazlat) 6

mérésével kisérletileg is ellendrizheté. A mérés elvét a  Utas

Ez az 0Osszefliggés a buborékban uralkodd tilnyoméas harom- |
csap\lﬁ

mellékelt dbra mutatja.

A buborékban uralkodd nyomasra kapott Osszefiiggés két p __jL 4
feliilettel hatarolt folyadékrétegre vonatkozik. Ha a fenti g J
szamitast egyetlen gorbiilt feliilettel hatarolt folyadék ~
esetére végezziik el, akkor a feliileti energia megvaltozasa
feleakkora lesz, mint két feliiletnél, amibdl kovetkezik,
hogy a gorbiileti nyomas is feleakkora:

Pr

_20

e
Ezzel az Osszefiiggéssel kiszamithaté példaul, hogy egy folyadékcseppben mekkora a
gorbiileti nyomas. Lathat6d, hogy minél kisebb a csepp sugara, annal nagyobb a cseppet
Osszenyomo gorbiileti nyomas. Példaként két adat: levegdben I mm atméréji vizcseppben a

Py

tobblet-nyomas p, ~300 Pa, ami elhanyagolhaté az atmoszférikus nyomas (~10.000 Pa)
mellett, de egy 7,5 pm atmérdjl higanycseppben p, ~1.300.000 Pa, ami az atmoszférikus

nyomasnak tobb, mint /00-szorosa. Mindkét nyomds elhanyagolhatdé a folyadékokban
gorbiilet nélkiil is jelenlévd kohézids nyomashoz képest.
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Kapillaris jelenségek

A feliilet kiilonleges viselkedésének gyakorlati szempontbol is fontos megnyilvanulasa az,
hogy folyadék és szilard anyag vagy két kiilonboz6 folyadék érintkezésénél a hidrosztatika
torvényeinek ellentmondd jelenségek Iépnek fel. Mivel ezeknek a jelenségeknek
legszembetlinébb ¢és talan legfontosabb esete az, hogy a folyadékok nagyon vékony
csovekben, Un. kapillarisokban rendellenesen viselkednek, ezeket a jelenségeket 6sszefoglalo
néven kapillaris jelenségeknek nevezik.

Illeszkedési szbg

Ha egy iivegedénybe toltott viz felszinét az edény falanal alaposan megvizsgaljuk, akkor azt
talaljuk, hogy a viz egy bizonyos magassagig felkuszik az iiveg iveg

edény falara, az edénybe Ontott higany felszine viszont
eltdvolodik az edény falatdl, és alacsonyabban helyezkedik
e, mint az edény kozepén (dbra). Rd&videbben
viz higany

megfogalmazva: a viz a tiszta' tivegedényt nedvesiti, a

higany viszont nem nedvesiti. A nedvesités magyarazata az,

hogy a viz- és az liveg molekulai kozott fellépd adhézios erdk

nagyobbak, mint a viz molekulai kozott fellépd kohézids erdk. A higany viselkedésének oka
pedig az, hogy a higany molekuldi koz6tt nagyobbak a kohézids erdk, mint a higany és az
tiveg molekulai kozott fellépd adhézios erdk. Ennek eredményeképpen a viz-iiveg-levegd
hatarvonalnal elhelyezkedd folyadékrészecskékre nagyobb vonzoerdt fejt ki az tivegfal, mint a
viz és a levegd, ezért a részecskék a falhoz tapadnak, a higany-iiveg-levegd hatarvonalnal
elhelyezkedd folyadékrészecskékre ,

viszont nagyobb vonzoéer6t fejt ki a
higany, mint az tivegfal és a levegd,
ezért a részecskék a higany belseje
felé mozdulnak el. A két esetben
mikodd adhézios- és  kohézids
erdket, a folyadékfeliilet alakjat és a
kialakult & illeszkedési széget
mutatja sematikusan a mellékelt dbra (a nehézségi erd és a levegd altal kifejtett erd az
illeszkedés szempontjabodl elhanyagolhato).

A szilard falnal kialakuld folyadékfeliilet alakja abbdl a feltételbdl szamithato ki, hogy a
folyadék felilletének mindeniitt merdlegesnek kell lenni a felilletnél kivalasztott
folyadékrészecskére hato F=F, +F, eredd erdre, ahol F, az adhézios-, F, pedig a kohézios

erd. A felszin alakjanak kiszdmitdsahoz ismerniink és Osszegezniink kellene a molekuldk
kozott hato adhézids- és kohézios erdket, amelyeket altaldban nem
ismeriink. Az  illeszkedési  sz0g azonban  egyszerlien
meghatarozhatd a feliileti erék segitségével, amelyeket a feliileti
fesziiltségek ismeretében ki tudunk szamitani.

A harom kozeg (folyadék-szilard-levegd) kozos érintkezési pontjait
megado, a mellékelt abra sikjara merdleges vonal mentén minden
kozeg-parnal fellép a vonalra merdleges, a hatarfeliiletet csokkentd
erd, ami az adott hatarfeliilet érintdje iranyaba mutat.

folyadék |

! Ha az iiveg feliilete zsiros, akkor nincs nedvesités.
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Ha a folyadékra hat6 térfogati erdket (itt a nehézségi erdt) elhanyagoljuk, akkor az egyensulyi
illeszkedési szoget a feliileti er6k egyensulya hatirozza meg. A folyadék és gaz hataran
mikodd erdnek a falra merdleges komponensét a fal kompenzélja, az egyensuly masik
feltétele pedig az, hogy a fallal parhuzamos 0sszetevdk ereddje nulla legyen, vagyis

F F, F. cos8=0.

szg s f T 1S
A vonalra hato feliileti er0k nagysaga a kozeg-parokra vonatkozo feliileti fesziiltség €és a vonal
€ hosszanak ismeretében kiszamithato:

F.,,=o.t F.,=o0_, F

52,8 sz, f sz,f f.g
Ezzel a fiiggbleges iranyu er6komponensek egyensulyi feltételébdl azt kapjuk, hogy
Oug—0.,—0,,c083=0,

$z,8

= O'ﬁg(f.

amibdl az illeszkedési szog:

cos 9 = g " st )

Org
Mivel a cos fiiggvény értéke maximalisan / lehet, egyensuly csak akkor alakulhat, ha

O,, 0y < Org-

Abban az esetben, ha emellett Oue >0y s akkor 9 <%, a folyadék a falra felkuszik, a falat

nedvesiti (pl. viz az liveget), ha pedig o, <o,

ot akkor 19>%, a folyadék a fal mellett

lesiillyed, a falat nem nedvesiti (pl. higany az tiveget).

Tapasztalatbol tudjuk, hogy kiilonbozo folyadékokbol képzodott cseppek egy szilard, sik
feliileten kiilonb6zd alakot vesznek fel: pl. a

vizcsepp egy tiszta ivegfelilleten szétteril, a Ff g gaz
higanycsepp pedig a feliilettdl elvalik, azon gurulni F 9 ’ -

. e 1 . LR e . Sz,9 folyadék

is tud. Ezt a kiilonbséget szintén a hatarfeliileti 7 D777 77
viselkedéssel ~ tudjuk  értelmezni. Az  abran Fszf szilard

feltiintettiik a feliileti fesziiltségek miatt fellépd
eroket, amelyeknek egyensulyi feltételét kordbban mar meghatéaroztuk:

c_.—0O
cos 9 =—2%
O-f,g

sz.f

Eszerint a folyadékcsepp nedvesit, ha o, >o ilyenkor a csepp egyensulyban a feliileten

sz, f
kissé szétfolyik, miga o, <o , esetben a folyadek
a feliiletet nem nedvesiti, és a feliilettdl elvalik. A két /—\ O
esetben kialakult cseppalakot a mellékelt abra a) és b)

része szemlélteti. a) b)

c.,—O
Abban az esetben, ha —2£——*/_ > ] (pl. a tobbi feliileti fesziiltséghez képest nagyon nagy a
O

0., ¢rt€k), akkor nem alakul ki egyensuly, a

folyadek teljesen szetfolyik a felileten. |:f2 gaz
Erdekes és gyakorlati szempontbol is fontos az az F 9 9

: . - . flg 2 )
eset, amikor egy folyadék egy masik folyadék - 2 folyadék
felilletén uszik. Az ilyenkor kialakuld viszonyokat 9,
mutatja sematikusan az dbra. A fenti gondolatmenetet =

kovetve az egyensuly feltételére most azt kapjuk, LR 1 folyadek
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hogy
Ofrg — 02 COS & - Oy 2 COS 8, =0.

Ennek alapjan vizsgaljuk meg, hogy mi torténik egy vizfeliiletre keriilt olajcseppel. Ebben az
esetben a feliileti fesziiltségek:
N N N
01 =0073 — Oy =0038 — 01, =0021 ot
Mivel 6,,,>0,,, +0,, ,, az egyensulyi feltétel nem teljesiilhet, az olajcsepp tehat teljesen

szétfolyik a viz feliiletén.

Kapillaris emelkedés és sullyedés

Egy edény falanal kialakulo illeszkedési viszonyok és az ebbdl eredd gorbiileti nyomads
kovetkeztében vékony csovekben (kapillarisokban) a n

folyadékok nem kovetik a kozlekeddedényekre vonatkozd H H
torvényeket: vékony csdben egy nedvesitd folyadék szintje
magasabb-, nem nedvesité folyadéké pedig alacsonyabb,

mint nagy feliiletli edényben. Az eldbbi jelenséget kapillaris

emelkedésnek (a) abra), utodbbit kapillaris siillyedésnek (b)

abra) nevezik. Tiszta liveg kapillarisban kapillaris emelkedést

mutat példaul a viz, és kapillaris siillyedést mutat a higany. a) b)

Egyszerli becsléssel kiszamithatjuk az emelkedés- illetve siillyedés mértékét. A szamitast a
kapillaris emelkedés példajan mutatjuk be a mellékelt — az or
attekinthetdség kedvéért eltorzitott — dbra segitségével. ;
Ha a folyadék a csében 4 magassagba emelkedett fel, akkor a |
folyadékoszlop sulya miatt egy lefelé haté eré mikddik, R«
amelynek nagysaga a felemelt folyadékoszlop sulyéaval egyenld:

-~

G zpfghrzﬂ.

Ezt az erdt ellenstilyozza a gorbiilt feliilet homort oldala felé¢,
tehat felfelé mutatd emelder6. Ennek  szamitasanal
feltételezziik, hogy a cs6ben a folyadék gorbiilt feliilete egy R
sugaru gdmbfeliilet része, de a gdmb sugara nem egyezik meg a
csé r sugaraval (vagyis az illeszkedési szog nem nulla). Az
emelderdt a gorbiileti nyomas segitségével becsiiljiik meg, feltételezve, hogy ez a nyomas a
cs6 keresztmetszetével azonos sik feliiletre hat (a feliilet valojaban gorbiilt és ezt szigortan
véve figyelembe kellene venni):

~ 2
Femelé’ ~pgl" .

Egyenstlyban F,, ; = G, vagyis
P, rpsgh.
Ha figyelembe vessziik, hogy a kapillaris nyomas p, :ZITG, ¢s R=—" , akkor azt
cos
kapjuk, hogy
20 cos 9
=T < pgh.

Ebbdl az emelkedési magassag
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_2occos§
P8
Ez az 0sszefliggés a feliileti fesziiltség durva mérésére is alkalmas, hiszen a tobbi mennyiség

tobb-kevesebb pontossaggal megmérhetd, igy a feliileti fesziiltség kiszdmithatd (pontosabb
mérési modszerekkel a laboratoriumban talalkoznak).

h
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Rezgések

A rezgées éltalanos értelemben valamilyen mennyiség értékének bizonyos hatarok kozotti —
periodikus vagy nem periodikus — ingadozasat jelenti. Mivel az ilyen tipusu jelenségek
rendkiviil gyakoriak, a rezgésekkel kiilon is érdemes foglalkozni.

Fontos, hogy a fizikdban rezgés alatt nem csak a hétkoznapi értelemben rezgésnek nevezett
— altalaban mechanikai mozgéssal Osszekapcsolt — jelenségeket értjiik, hanem barmilyen
mennyiség "rezgés-tipusu" valtozasat. Rezgés lehet példaul egy tomegpont mozgasa, az
aram ingadozéasa egy elektromos aramkorben, az elektromos- vagy magneses erdtér
valtozésa.

A rezgés sordan ingadozd mennyiség iddbeli valtozésa
nagyon bonyolult lehet. Egy ilyen bonyolult esetet
mutatunk be a mellékelt abran, ahol egy — az x-tengely

mentén rezgd — tomegpont kitérésének idofiiggése (x(2))
lathato. AUAVAV“”W)VR
A gyakorlatban sziikebb értelemben rezgésnek egy
mennyiség tobbé-kevésbé periodikus ingadozasat nevezik.
A mennyiség 1iddbeli véltozdsa még ebben a

leegyszertisitett esetben is nagyon bonyolult és sokféle X(1)
lehet. A kovetkez6 abran egy ilyen periodikus, de eléggé A
bonyolult rezgés kitérés-ido fiiggvénye lathato.

A bonyolult rezgések leirdsat jelentésen megkonnyiti az a

matematikdbdl ismert tény, hogy barmilyen periodikus "
figgvény felirhaté megfeleléen valasztott szinusz és/vagy' \/ V \/
koszinusz, mas néven  harmonikus  fiiggvények
Osszegeként. (Ez az eljards emlékeztet egy fiiggvénynek
hatvanysor alakjaban torténd felirasara, csak itt a sor tagjai nem a valtoz6 hatvéanyai,
hanem annak harmonikus fliggvényei.) Matematikai modszerekkel az is kimutathatd, hogy
ha a rezgés nem periodikus, akkor harmonikus fiiggvények integraljaként allithato els.” Ez
azt jelenti, hogy barmilyen bonyolult rezgés eléallithatd olyan, Gn. harmonikus rezgések
Osszegeként, amelyeknek id6fliggését harmonikus fliggvény adja meg. Ez az egyik oka
annak, hogy a rezgések tanulmanyozasanal kitlintetett szerepet kap a harmonikus rezgés
sajatsdgainak megismerése. A harmonikus rezgés azonban azért is fontos, mert nagyon sok
valosagos rezgés kozelitdleg harmonikus rezgésnek tekinthetd (mas szavakkal ez azt
jelenti, hogy a fent emlitett Osszegzésben a rezgést leird fiiggvény egyetlen taggal jol
kozelithetd).

Annak ellenére, hogy a rezgés soran valtozd mennyiség természete és a rezgés
mechanizmusa az egyes esetekben mas ¢és mads, a kiillonbozd rezgések formalis leirasa
hasonld. A kiilonb6zd rezgési jelenségek azonban a fizika mas és mas teriileté¢hez
kapcsolodnak, ezért azokat részletesebben a megfeleld helyen targyaljuk. Elsdként a
hétkdznapi tapasztalatainkhoz legkozelebb all6 mechanikai rezgésekkel foglalkozunk,
amelyeknek targyaldsa egyben mintaul szolgal mas tipust rezgések leirasahoz is.

X(t) ‘

' Az 6sszeg altaldban mindkét fliggvényt tartalmazza, ha azonban az eléallitand6 fiiggvény paros, akkor csak
koszinusz-, ha pedig paratlan, akkor csak szinusz fiiggvények szerepelnek az dsszegben.
% A rezgéseknek harmonikus rezgésekre torténd felbontasarol késébb még lesz sz0.
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Szabad mechanikai rezgések

Szabad rezgésrol akkor beszElliink, ha a rezgésre képes rendszert a rezgés elinduldsa utan
magara hagyjuk. Ilyen rezgés jon létre példaul, ha egy rugdra felfiiggesztett tomeget az
egyensulyi helyzetébdl kimozditunk, és magara hagyjuk, vagy egy kondenzitort és
tekercset tartalmazd elektromos rezgdkorben a kondenzatort feltdltjiikk és a rendszert
magara hagyjuk.

Az alabbiakban szabad mechanikai rezgéseket vizsgalunk. Eldszor az energiaveszteség
nélkiilinek feltételezett ideélis, harmonikus rezgésekkel-, majd az energiaveszteség miatt
csillapodo rezgésekkel foglalkozunk.

Szabad harmonikus rezgések

Definicié szerint a harmonikus rezgés egy mennyiség olyan valtozasa, amelynek
idofliggése harmonikus (szinusz- vagy koszinusz) fliggvénnyel irhaté le. Kisérletileg
szabad harmonikus rezgést nem konnyli bemutatni, mivel a valdsagban a szabad rezgések
kisebb-nagyobb mértékben mindig csillapodnak. Kozelitéleg harmonikus rezgést azonban
tobbféleképpen is megvaldsithatunk.

KISERLETEK:

— Jo kozelitéssel harmonikus rezgést végez egy
rugora felfliggesztett tomeg, ha az egyensulyi
helyzetébol kitéritjiik, és elengedjiik (abra).

Az egyensulyi helyzettdl lefelé 4, maximalis
tavolsagra kitéritett tdmeg a megnyujtott rugod
hataséra felfel¢ indul, majd felfelé elérve az 4,
kitérést, megfordul, és lefelé halad, amig ujra

-—

eléri az induld helyzetet. ey ensuly : Aoki
helyzet

— A rezgés idofiiggése is konnyen bemutathato,
ha a rezgd testre egy irdszerkezetet tesziink, és
egy sik lapot egyenletes sebességgel elhtizunk a
rezgl test alatt. Ekkor az irdszerkezet Aaltal
kiilonb6z6 iddpontokban felirt nyomok a siklap
kiilonb6z6 helyeire keriilnek, és kirajzoljak a
kitérés 1dofliggését. Az abran egy rezgd acéllap
végére szerelt tii karcol nyomot egy kormozott
iiveglapon, amit a rezgésre merdlegesen v
sebességgel mozgatunk. A gorbén egy adott y

helyhez tartoz¢ idét a (=2 Osszefliggés adja
v

meg, egy teljes periddus ideje, a rezgésidd az

abra jeloléseivel: T =2
v
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KISERLETEK:

— Ha egy kormozgast végzd tomeget a korpalya
sikjaval parhuzamosan megvilagitunk, akkor az
arnyéka a vetités iranydra merdleges ernyon
harmonikus rezgdmozgast végez (dbra).

— Harmonikus rezgést kapunk akkor is, ha
magneses erdtérben egy drotkeretet egyenletesen
forgatunk az er6térre merdleges tengely koriil
(abra). Ekkor a keletkezett indukalt fesziiltség
idében harmonikus fiiggvény szerint valtozik,
amit katodsugar oszcilloszkop segitségével
konnyen bemutathatunk.

ernyé

7 Tx=A sinwt

A harmonikus rezgések tanulmanyozasat azzal
kezdjiik, hogy felirjuk az ilyen rezgést leird
figgvények kiilonb6zd alakjait, ezutdn mechanikai
példin  bemutatjuk a  harmonikus  rezgés
alapegyenletét, majd konkrét mechanikai- ¢és
elektromos rezgéseket targyalunk, végiil

foglalkozunk a rezgések soran bekdvetkezd energiaatalakulasokkal.

A harmonikus rezgeést leiré fuggvény alakjai

Az x-tengelyen mozgd tomegpont akkor végez harmonikus rezgdmozgast, ha
koordinatajanak idofiiggését az

x(t)=Asin(w,t+ @), vagy x(t)=Acos(w,t+¢)
tipusi fiiggvény irja le', ahol 4 a legnagyobb kitérés értéke, amit a rezgés
amplitudojanak neveznek, @y a rezgés T, rezgésidejét (egy periddus hosszat)

meghataroz6 korfrekvencia (o, :7”), @ pedig az idomérés kezdetétdl fiiggd
0

fazisallando.
A rezgések jellemzésére gyakran hasznélt f, frekvencia szamértéke az egységnyi
id6 alatt lezajlo rezgési periodusok szama, amely a fenti jellemzdkkel az
1 . , .,
£ :F:;)—” Osszefiiggésben van. A tovabbiakban altalaban a korfrekvenciat
y 2
hasznaljuk, de ebbdl a vele aranyos frekvencia a fenti Osszefliggés segitségével
mindig megkaphato.
Korabban mar sz6 volt arrél, hogy a harmonikus rezgés nem csak rezgémozgast
jelent. Harmonikus rezgésrdl beszéliink akkor is, ha egy aramkdérben mért /
aramerdsség- vagy U fesziiltség iddbeli valtozasa példaul az
I(t)=1,sin(wt+¢,),
U(t)=U, cos(w,t+@,)
Osszefiiggésekkel adhatd meg (itt 7, és U, az aramerdsség- illetve fesziiltség
maximalis értékét megado dramerdsség- illetve fesziiltség-amplitudo).

" A két fiiggvény a harmonikus rezgés leirasa szempontjabol egyenértékii, csak egy allandé fazisszoggel
kiilénboznek egymastol: cos( @yt + @ +n/2 ) =sin( oyt +¢) .
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Ha a szogek 0sszegének szinuszara (koszinuszara) vonatkozo ismert trigonometriai
Osszefiiggést alkalmazzuk, akkor a fenti kifejezéseket fazisszog bevezetése nélkiil
is felirhatjuk. Ez példaul az x(t) = Asin( w,t +¢) rezgés esetében az alabbi moédon

torténhet:
x(t)=Asin(wyt+¢)=Asinw,tcosp+ Acosw,tsing.
Bevezetve a B = Acosp, C=Asingp jeloléseket, a harmonikus rezgést leird
fiiggvény az aldbbi (az eredetivel egyenértékii) alakba irhato:
x(t)=Bsinwyt+Ccosw,t.

sfe sk sk sk sk st st sk sfe sk sk sk sk sk sk skoskoskoskok st sk sfe sk ske sk sk sk sk sk skeoskeoskeosko sk skeskeskoskosk sk sk sk ske sk sk sk st sk ske sk sk sk skeskoskoskosk

Gyakran el6fordul, hogy a szamolasok egyszeriisitése érdekében a harmonikus rezgés leirasara

komplex fiiggvényt haszndlnak. Ez elsé pillanatban kiilonosnek tiinik, hiszen a fizikai

mennyiségeket valos szamokkal adjuk meg. A komplex fiiggvények hasznalata a rezgések esetében

azt jelenti, hogy a szamolasoknal komplex mennyiségekkel dolgozunk, de a szamolas végén kapott

komplex végeredmeénybdl levalasztjuk a valodi fizikai  képzetes

eredményt megadd valds fiiggvényt. Erre a szdmolastechnikai rész

trilkkre az ad lehet6séget, hogy egyrészt egy komplex szam a

komplex szamsikon egy vektorként foghato fel, és harmonikus

fiiggvények linearis kombinacidjaként allithato eld (abra)
z=Acosa+idsina,

masrészt az un. Euler-Osszefiiggés segitségével exponencialis

alakban is felirhato: a valés

z=Acosa+idsina = Ae™ Acosa rész

Asina
>

(i= \/—_] a komplex egység). Az exponencidlis alak tobbek

kozott azért egyszerlsiti a szamolasokat, mert ennek a fiiggvénynek a differencialhanyadosa és
integralja 6nmaga konstans-szorosaval egyenld.

Egy harmonikus rezgést a fentiek alapjan az

X(t)=Acos(wt+@)+idsin( wt +¢p) =Ae' ¥

komplex fliggvénnyel jellemezhetiink, hozzatéve, hogy a rezgést fizikai értelemben leird fiiggvény a
komplex fliggvény

x(t)=ReXx(t)=Acos(wit+¢)
valodi része vagy

x(t)=Imx(t)=Asin( ot +¢)
képzetes része.
Az exponencialis alakkal szamolva, végeredményiil komplex fiiggvényt kapunk, de kimutathato,

hogy ennek valds vagy képzetes része megegyezik azzal az eredménnyel, amit (sok esetben joval

bonyolultabb mdédon) valds, harmonikus fliggvénnyel szamolva kaptunk volna.
sfe sk sk sk sk st sk sk sfe sk sk sk sk sk skeskoskoskoskok st sfe sfe sk ske sk sk sk sk sk skeoskeoskeosk sk sk skeskoskosk sk sk sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk skeskoskoskosk

Tomegpont egydimenzids, harmonikus rezgése, a harmonikus rezgés differencial-
egyenlete

Egydimenzios a rezgés, ha a rezgd tomegpont egy egyenes iy
mentén mozog. Kisérletileg jol megvalosithatd ez a
mozgas — a mar emlitett — rugoéra felfiiggesztett tomeg
fliggbleges mozgasaval, vagy az abran lathato
elrendezéssel, amely kikiiszoboli a nehézségi erd hatasat,
¢s kis kitéréseknél jo kozelitéssel vizszintes iranyu
mozgast hoz 1étre.

Egy egyenes, pl. az x-tengely mentén mozgd tdmegpont
kitérését az
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x(t)=Asin(wyt+¢)
vagy az
x(t)=Acos(w,t+¢)

Osszefiiggéssel adhatjuk meg.
Ha kiszamitjuk a rezgd pont gyorsuldsat, akkor kideriil, hogy milyen eré hozhat
létre ilyen mozgast. A szinusz fliggvényt hasznalva, a gyorsulas

a, = d dxgt) —w, Asin( wyt +¢) =—w, x
a koszinusz fliggvényt hasznalva pedig
d’x(t)
a, = 0 =—w, Acos(wjt + ) =—w;x.

Vagyis akar a szinusz-, akar a koszinusz fliggvényt hasznaljuk a harmonikus rezgés
leirdsara, a gyorsuldsra ugyanazt a kifejezést kapjuk: a gyorsulas ardnyos a
kitéréssel, és mindig azzal ellentétes iranyu. Ebbdl — a mozgasegyenlet alapjan —
kovetkezik, hogy a harmonikus rezgdmozgast Iétrehozo erd is ugyanilyen
jellegli: F, = ma, = —maw,x . Mint varhato, a mozgast létrehozo erére kapott
kifejezés nem fligg attol, hogy melyik fliggvényt hasznaljuk. Ha bevezetjiik a
D=maw, jeldlést, akkor az eré az egyszeriibb F. =—Dx alakba irhat6. Ennek az

erének két fontos jellegzetessége van. Egyrészt ez az erd a mindenkori kitéréssel
ellentétes irany1, tehat mindig a rezgés centrumaként felfoghat6 egyensulyi helyzet
felé mutat (vagyis Un. centralis erd), emiatt johet 1étre rezgdmozgés. Masrészt ez az
erd aranyos a kitéréssel (vagyis Un. linedris erd), ez ahhoz sziikséges, hogy a rezgés
harmonikus legyen. A megfeszitett vagy dsszenyomott idealis rugd éppen ilyen erdt
fejt ki, ezért végez a rugdhoz rogzitett tomeg harmonikus rezgdmozgast.
A mozgasra felirhato
d’x
F =m
! dt’
mozgasegyenlet a linearis erd behelyettesitésével az alabbi alakot 6lti
d x(t) d’x(t)
dr’ dr’
Az egyenleteket m-mel végigosztva, végiil az 1d6fliggd helykoordinatara a

d;(t) D X(1)=0

=-Dx.

=-maw,x illetve m

d ;i L wix(1)=0 illetve
egyenletet kapjuk.
Az egyenlet matematikailag egy differencidalegyenlet, amely a meghatarozando
fliggvény mellett annak differencidlhanyadosat is tartalmazza. Az egyenletnek
eleget tevo x(?) fliggvény(ek) megkeresése, vagyis a differencidlegyenlet megoldéasa
matematikai modszerekkel lehetséges. Ezekkel itt nem foglalkozunk, szdmunkra
most csak az egyenlet alakja fontos.
Matematikai elemzés nélkiil is belathato, hogy ennek az egyenletnek megoldésa a
harmonikus rezgést leird x(t)=Asin(wyt+¢) vagy x(t)=Acos(wjt+@)
fliggvény, hiszen a differencialegyenletet ebbdl vezettiik le. (Egyébként ugyanerre
a kovetkeztetésre jutunk akkor is, ha az egyenlet eredetérél semmit nem tudva,
matematikai modszerekkel keressiik meg a megoldast.)
A differencidlegyenletet formailag vizsgalva megallapithatjuk, hogy ha 6sszeadjuk
a keresett fliggvény madasodik derivaltjat ¢és a fiiggvénynek egy allandéval
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megszorzott értékét, akkor eredményiil nullat kapunk. Ugyanakkor azt is tudjuk,
hogy ennek az egyenletnek megoldasa pl. a harmonikus rezgést leird

x(t)=Asin(ot+¢) illetve  x(t)= Asin( t+go)

/D .
fiiggvény, ahol w, =,/— , a rezgés korfrekvencidja.
m
Vegyiik észre, hogy a megoldas-fiiggvényben az 1d6 szorzoja, vagyis a rezgés

korfrekvencidja (o, :\/E ) azonos a differencidlegyenletben a fliggvény
m

szorzdjaként szerepld allandé (@, = 2) négyzetgyokével.
m

Ebbdl az az altalanos kovetkeztetés adodik, hogy ha egy folyamatban egy f(?)
mennyiség valtozasara fizikai meggondolasok alapjan egy

d’ f(’)+1<f(t) 0,

alaku differencidlegyenletet kapunk, akkor minden tovabbi matematikai elemzés
nélkdl allithatjuk, hogy a mennyiség valtozasa harmonikus rezgés, amit az

f(t)=f, sin(NKt+@)=f, sin(w,t + )
vagy az
f(t)=71, cos(x/Et+(p’)=fm cos(wyt+¢').
fiiggvénnyel irhatunk le. Itt £,, a mennyiség maximalis érteke, o, = JK pedig a
rezgés korfrekvencidja. (A komplex leirasnal a fliggvény alakja: f( t)=f, e
Hasznalhatjuk még az
f(t)=f1, sinx/EtJrfz cos Kt = f,sinwyt + f, cos w,t
alakot is.
Mivel a fenti differencidlegyenlet megoldasa harmonikus fiiggvény, az ilyen tipust

egyenletet a harmonikus rezgés differencidlegyenletének vagy a harmonikus rezgés
alapegyenletének nevezik.

s ok o sk sk s ok ot ok sk sk ok stk sk sk ok ok seofofeostokokokodokokokokootokokoskokotkok skokokstosk sk sk ok stk sk sk skeoskok sk ok ok
Megjegyzés: A megoldasok barmelyik alakjat vizsgaljuk, azt talaljuk, hogy azokban két olyan
mennyiség szerepel, amelyek matematikai uton nem hatarozhatok meg egyértelmiien, értékiiket csak
a rezgési folyamat fizikai koriilményeinek ismeretében tudjuk megadni (fy, és @ illetve f7 és f5).
Az f(t)=f, sin(w,t + @) tipust megoldasnal ilyen mennyiségpar az f, amplitado és a
@ fazisszog. Ha ez a megoldds példdul egy tomegpont harmonikus rezgését irja le, akkor az
amplitudot az hatarozhatja meg, hogy az idémérés kezdetén mekkora a tomegpont sebessége, a

fazisszog pedig attdl fiigg, hogy az idomérés kezdetén milyen a kitérés. A megoldas tehat csak

akkor teljes, ha ezeket az Gn. kezdeti feltételeket ismerjiik.
sfe sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk sk skeoskeoskoskoskok st sk sfe sk ske sk sk sk st sk skeoskeoskeosko sk skeskeoskoskosk sk sk sk ske sk sk sk st sk ske sk sk sk skeskoskoskosk

Példa

Most az un. fonalinga (vagy matematikai inga) példajan bemutatjuk, hogy egy
jelenség vizsgalatanal fizikai meggondoldsok alapjan hogyan juthatunk el olyan
egyenletre, amelybdl ranézésre megéllapithatd, hogy harmonikus rezgésrdl van szo
vagy nem.
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Egyszertien targyalhat6 eset az [ hosszasagu fondlon fliggd m tomegl pontszerl test
(matematikai- vagy fondlinga) lengése. A tomegpont ilyenkor / sugara korpalyan
mozog, kormozgasat a & szog valtozasaval jellemezhetjiik (/. a mellékelt abran), a
mozgasegyenlet pedig Y

. d’g
G, =—mgsin(t) =ma, =mlf = mly,

vagyis

d’¥t) g .
7+7S1n19(t)=0.
Mivel az egyenletben a 9(¢)fliggvény helyett annak

777777777777777777777777

szinusza all, megallapithatjuk, hogy az inga mozgésat G

leird differencidlegyenlet nem olyan alaku, mint a

harmonikus rezgés alapegyenlete, vagyis az inga mozgasa 4altaldban nem
harmonikus rezgés.

Ha azonban az inga kitérése (vagyis a 4 szodg) kicsi, akkor sin$ ~ 9, és igy az
egyenlet a

d’9(t)
dr’
alakot 6lti, ami mar harmonikus rezgést ir le. A megoldas
Ht)=38, sin(o,t+¢),

+§,9(r)=0,

ahol a korfrekvencia @, = \/% . Ebbdl kapjuk a kozismert rezgésid6-0sszefiiggést:

T0=2—7[=277\/z.
2 g

Egy ilyen szabadon rezgdé rendszer esetén a rezgés f, =2—” frekvenciajat — de
T

gyakran magat az o, korfrekvenciat is — a rendszer sajatfrekvencidjanak nevezik.

A harmonikus rezgés energiaviszonyai

Egy fizikai mennyiség valtozdsai — igy a rezgések is — altaldban energia-
atalakuldsokkal jarnak. Most a mechanikai- és elektromagneses harmonikus rezgés
energiaviszonyait vizsgaljuk meg.

Energiaatalakulasok egydimenzios mechanikai rezgésnél
Egy D éllanddju rugalmas eré hatdsara az x-tengely mentén rezgd m tomegpont
energiaja

1 1
E=E,+E,=—Dx’ +—mv..
2 2

[rjuk be az 6sszefiiggésbe a helykoordinata- és a sebesség
x(t)=Asin(wyt+¢)
v(t)=Aw,cos(wt+¢)=v, cos(wt+@)
idofiiggését (v, = mw,A a sebesség maximalis értéke). Ekkor az id6fliggd helyzeti-
€s mozgasi energia 0sszegére azt kapjuk, hogy

E(t) =2—DA2sin2(a)0t+(p) +é—mvicos2(a)0t+(p) .
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A sebesség maximalis értéke ¢és a rezgés amplitidoja kozotti kapcsolat:
v:=w,A’=—D’A’ (itt felhasznaltuk a D=mew, Osszefiiggést). Ezzel a teljes
m

energia az alabbi alakba irhato:

1 1 1
E(1) =5 DA’ (sin’ ( w,t +0) +cos’ ( wt +(p)):?DA F= Sy ] = dllands.
Eszerint a rezgés soran mind a helyzeti-, mind pedig a mozgasi energia valtozik, de
ez csupan helyzeti energia << mozgasi energia atalakuldsokat jelent, mikozben a
két energia 0sszege mindig ugyanannyi.
Fontos eredmény, hogy a rezgd tomegpont energiaja a rezgés amplituddjaval szoros
Osszefiiggésben all, az egyik mennyiség egyértelmiien meghatarozza a masikat. Az
Osszefliggés jellegzetessége az, hogy az energia ardnyos az amplitido- vagy a
sebességamplitudo négyzetével.

A csillapodo rezgés

Az elébb targyalt rezgések mindegyike idedlis rezgés, mert a rezgés soran nincs
energiaveszteség. A valdsagos rezgéseknél a mechanikai energia a rendszerbol
fokozatosan eltavozik, amib6dl — az energiara vonatkozo elébbi megallapitasaink alapjan —
kovetkezik, hogy a rezgés amplituddja is csokken. Az ilyen csokkend amplitaddju
rezgéseket csillapodo (vagy csillapitott) rezgéseknek nevezik.

Csillapod6, egydimenziés mechanikai rezgés
A mechanikai rezgéseknél a csillapodas azt jelenti, hogy a rezgd tomegpont
maximalis kitérései egyre csokkennek, ¢és a rezgés eldbb-utobb megsziinik. Ezt a
jelenséget konnyii kisérlettel is bemutatni, hiszen a szabad rezgések kisebb-
nagyobb mértékben mindig csillapodnak.

KISERLETEK:

— Ha a kormozott iiveglappal korabban
elvégzett kisérletben a kormot
karcolo tit ugy allitjuk be, hogy
erésebben surldédjon, akkor a rezgés
jol lathatéan csillapodéva valik
(abra).

— Ha egy rugon fiiggd testet
folyadékba meritve rezgetiink, akkor
rezgése a nagy kozegellenéllas miatt
erdsen csillapodik.

A csillapodd rezgés sajatsagait kisérletekkel fel lehet deriteni, de a kitérés
idofliggését — legalabbis egyszeribb esetekben — fizikai meggondolasokkal
elméletileg is meg lehet hatdrozni. Ehhez azt kell figyelembe venni, hogy a
csillapodds oka mindig az, hogy a rezgést 1étrehozd rugalmas eré mellett egy a
rezgést fékezo, csillapitd erd (F,) is mikodik. Ennek megfeleléen az x-tengelyen
rezg0d tdomeg mozgasegyenlete ilyenkor

2
md )cgt)=

-Dx(t)+ F._.
dt (D+F,
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Az egyik leggyakoribb ilyen erd egy kdzegben mozgo testre hatdo kozegellenallas,
ami gyakran ardnyos a mozgds sebességével, €s azzal ellentétes iranyu:

dx(t)
F . =—hkv (t)=—k—=.
cs X() dl‘

Most egy ilyen erd altal csillapodé rezgést vizsgalunk meg.
Ennek a csillapitd erdnek a figyelembe vételével a rezgd test mozgéasegyenlete az
alabbi alakba irhat6

mﬂgt): -Dx(t)— km.
dt dt

, , D . . k
Végigosztva m-mel, felhasznalva az @, = — Osszefiiggést, és bevezetve a 2= —
m m

jelolést, végiil a

d’x(t) +2ﬂdx(t)

dr’ dt

differencidlegyenletet kapjuk, ami szemmel lathatban nem harmonikus rezgés
egyenlete (az egyenletben megjelent a fliggvény els6 derivaltja is). Ez az eredmény
varhatd volt, hiszen a csillapito eré miatt a rezgés amplitaddja csokken, a csokkend
amplitadoju rezgés pedig nem irhatd le egyetlen harmonikus fliggvénnyel.
A fenti egyenlet matematikai megolddsa nem egyszeri feladat, ezért itt az un.
probafiiggvény eljarast alkalmazzuk. Ennek Ilényege az, hogy a kisérleti
tapasztalatok alapjan megprobaljuk kitaldlni a megoldast, majd ezt a feltételezett
megoldast az egyenletbe behelyettesitjiik, és megnézziik, hogy milyen feltételek
mellett lesz ez valéban megoldas.

+wix(t)=0

A csillapod6 rezgésre vonatkozo kisérletek alapjan felrajzolhatjuk egy ilyen rezgés
jellegzetes kitérés-idé fliggését, amit sematikusan az aldbbi abra mutat. Az abran
szaggatott vonallal az amplitado
idobeli valtozasat (4(2)) is feltlintettiik. X{
A kisérleti  gorbék  (sebességgel s, Alt)
aranyos csillapito erd esetén) azt S~
sugalljak, hogy a kitérés idofiiggése B m_
tulajdonképpen egy torzitott 0 N a— —
harmonikus  fliggvény, amely egy \/ e
1d6fliggd (idében csokkend) amplitadod AT
¢s egy harmonikus fiiggvény szorzata: b
x(t)=A(t)sin(ot+¢). i
A kisérletek alapjan ennél konkrétabb
feltevéssel is ¢élhetilink, ugyanis a tapasztalat szerint a sebességgel ardnyos csillapitd
erd esetén az amplitudd csokkenése jol leirhatd egy exponencidlis fiiggvénnyel:

A(t)= Ay,e ™ . Itt a egyelbre ismeretlen allandd. Ezzel a feltételezett megoldas az
x(t)=A,e” " sin(wt+¢)

alakot olti. A probléma csak az, hogy nem tudjuk az a allando értékét, és azt sem,

hogy mennyi a harmonikus rész @ korfrekvencidja. Ahhoz, hogy kideriiljon, hogy

egy ilyen fiiggvény valdoban lehet megolddsa a  rezgést leird

differencidlegyenletnek, be kell helyettesiteni az egyenletbe. Ebbdl az is kideriil,

hogy milyen a és w érték mellet lehet megoldas a fenti fiiggvény.

S e———
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sk sk sk ok sk sk sk sk sosk sk oskosk sk sk skoskoskokok st s sk sk sk ok sk sk sk sk skeoskoskokosk ke skeskoskok 2k sk ok ok ok sk sk sk s ook skok sk sk skoskockok

A behelyettesitéshez ki kell szamitani a fliggvény derivaltjait:

% =—Ayae " sin(ot + @)+ Aje “wcos(wt+ @),
dzx 2 _—at - —at —at
W=A0a e “sin(ot+¢)—Aae “wcos(wt+¢)— Aae “wcos(wt +¢)—

—a 2 .
— Aje ™o sin(wt + ).
Ezeket és az eredeti X(2) fliggvényt behelyettesitve a differencialegyenletbe, az alabbi dsszefiiggést
kapjuk:
A,a’e “ sin(ot + @) — Ajae “wcos(wt + @) — Aae “wcos(wt + @) —
— Aje @’ sin(wt + @) — 2 BA,ae " sin(wt + @)+ 2 BA,e “wcos(ot + @)+
+w, Ayje " sin(ot+ @) =0.
Rendezziik az egyenletet az alabbi modon:
(Aja’e™ — Aje "’ —2pA,ae " + o] Ae”™ )sin( ot + @) +
+(—Ajae " ow— Ajae "o+ 2PAe " w)cos(wt +¢)=0.
Az egyenlet baloldalan szerepld kifejezésnek mindig nullaval kell egyenlének lenni, ami — tekintve,

hogy az id6éfliggd cos és sin fiiggvények 0 és 1 kozott barmilyen értéket felvehetnek — csak ugy
teljesiilhet, ha ezeknek a fliggvényeknek a szorzoja nulla, vagyis

Aa’e™ ™ — A,w’e™ " —2BA,ae " +w, Aje™ =0
—Ayjae " w— Aawe™ +2pA,e " w=0.
Egyszertisités utan ebbdl az a és @ allandokra az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
a’-w' -2fa+w, =0

—2aw+ 2o =0.
A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
k
a=pf=—--.
2m

vagyis az exponencialisan csokkend amplitudo kitevOjében szerepld allandd éppen a csillapitast
meghataroz6 allandéval aranyos.
Ezt felhasznalva, az els6 egyenletbdl megkapjuk a harmonikus rész korfrekvenciajat:

w=\aw, -3 .

sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk skeoskoskoskosk st st sfe sfe sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoskok sk skoskoskosk st sk sfe sk sk sk sk ste sk sk sk sk sk skeskeoskoskosk

A feltételezett megoldasnak a differencidlegyenletbe vald behelyettesitésével
valdéban megkapjuk a keresett két allandot, és ezzel a megoldas

x(t)=A,e " sin(wt+¢),

ahol ,6’:2— ¢s w=+lw, — B’ . BEszerint az idével exponencidlisan csokkend
m

mer

amplitddo kitevdjében szerepld allandd éppen a csillapitdst meghatarozo k
allandoval ardnyos, a harmonikus rész korfrekvencidja pedig kisebb, mint a
tomegpont csillapitatlan, harmonikus rezgésének megfeleld wy korfrekvencia.

Ez a megoldas visszaadja a csillapodo rezgés kisérletekbdl mar ismert sajatsagait:
minél nagyobb a csillapitasra jellemzé S allandé (vagyis minél nagyobb a
csillapitds), annal gyorsabban csokken a rezgés amplitidoja, és annal nagyobb a
rezgés korfrekvencidjanak eltérése a csillapitatlan rezgés korfrekvenciajatol.
Nagyon kis S érték (kis csillapitd hatds) esetén a rezgés kozelitdleg harmonikus,
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korfrekvencidja kozelitdleg megegyezik az idealis, csillapitatlan rezgés
korfrekvenciajaval.

Megjegyezziik, hogy a fenti megoldas csak akkor érvényes, ha a csillapitas nem tul
nagy. Ez a korfrekvencia kifejezésébdl latszik, hiszen fizikailag értelmes

korfrekvenciat csak akkor kapunk, ha a csillapitast jellemzd S =i allandora

2m
fennall a B° <w, feltétel. Ha ez nem teljesiil, akkor
nem alakul ki tobb periodusbol allo6 — szokdsos X
értelemben vett — rezgés.
A csillapitas kiilonbdzo eseteit kisérletekkel vizsgalva, @ \ o\

harom jellegzetes esetet talalunk, amelyeket a mellékelt
abran szemléltetiink. Az a) dbra a B’ <@, esetnek

megfeleld csillapodd rezgést mutat, a b) abran az un.
aperiodikus hataresetet latjuk, amikor rezgés mar éppen b) \
nem jon létre, vagyis a szélsd helyzetbdl indulod

tomegpont az egyensulyi helyzet masik oldalara mar nem
tér ki (eza f=w, = =0 esetnek felel meg), a ¢

abra pedig a nagy csillapitasnak (S’ > ) megfelels ©

aperiodikus mozgdst mutatja, amikor a kitérés nagyon
lassan kozeledik az egyensulyi helyzet felé.

st st sk sfe sk sk sk sk st sk skeoskoskoskosk sk keskoskosk st sk sfe sfe sk sk sk st sk sk skeoske sk sk ke skeskoskosk st sfe sfe sk sk sk sk st st sk sk skoskosk ke skeskoskosk
A csillapodd rezgés fenti differencidlegyenlete mindenféle fizikai megfontolads nélkiil, pusztin
matematikai modszerekkel is megoldhatd. A szamolas eredménye ugyanaz, mint amit a fenti —
kevésbé egzakt modszerrel — kaptunk. A matematikai megoldasbol kijon az aperiodikus hatareset és
az aperiodikus mozgas idoéfiiggése is.

sk sk sk ok sk sk sk sk s sk sk ok sk sk sk skoskoskokok st s sfe sk sk ok sk sk sk sk skeoskoskok sk ke skeskoskook 2k ok sk ok ok sk sk sk s ook oskosk sk sk skoskoskok
A rezgések csillapodasa gyakorlati
szempontbol is fontos jelenség (nem

kivdnatos  rezgésnél a  gyors Uc N

csillapodds, szandékosan eldidézett ]

rezgésnél a lassu csillapodas elérése a ' f\ [\" _'""ﬂ

cél), ezért a csillapodas jellemzésére -
a A alland6 mellett egyéb — tobbnyire : \/ 2

szemléletes — mennyiségeket is
bevezettek. Az egyik ilyen jellemzd a
K csillapodasi hanyados, amely két
egymds utani rezgési amplitudo
hanyadosa (abra):

-p,
X X X e
K="1="2="n =e"

ﬂ(t +7T)
X3 Xy xn+2
Gyakran hasznaljdk a csillapodasi hanyados természetes logaritmusat, az un.
logaritmikus dekrementumot is:

A=InK =BT,

A harmonikus rezgés vizsgalatanal lattuk, hogy a rezgés energiaja és amplitudoja
kozott szoros Osszefiiggés all fenn:
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E=Lps.
2
Ha az amplitad6é id6ében valtozik, akkor ennek megfelelden valtozik a rezgés
energidja is. A csillapodd rezgésnél a surlodas jellegli fékezd erd miatt csokkend
rezgési energia id(’iﬁiggését az amplitﬁdécsékkenés segitségével kaphatjuk meg:

E(t)——DA (t)—— DAje " =E, ",

ahol E, :éDAj , a rezgés kezdeti energidja. Lathat6, hogy a sebességgel aranyos

csillapitd erd esetén a rezgési energia is exponencialisan csokken.
Ha a kis csillapitasu rendszert tekintjiik ,,jonak”, akkor a rezgd rendszer annal jobb,
minél lassabban fogy az energidja. Ezért a rendszer josagat jellemezni lehet az
energia csokkenési sebességével, amit a

d—E:—ZﬂE P = _2BE

dt
mennyiség ad meg. Lathatd, hogy ez a mennyiség a csillapitasra jellemzd f-val
arémyos A rendszer josdganak jellemzésére azonban ez a mennyiség mégsem

cres

energlavaltoza51 sebességet hasznaljak, amelynek segltsegevel definidljak a rezgd
rendszer jésdgi tényezdjét (Q).

A definicié szerint a josagi tényezd a teljes rezgési energia és az [ radidn
fazisszog-valtozéas alatt bekovetkezd energiaveszteség hanyadosa. Az [ radian

fazisszog-valtozas At = 2LT 1d6 alatt kovetkezik be (7 a peridodusidd), igy az erre
/4

az 1ddre eso energiaveszteség nagysaga kis csillapitasnal (o = o, ) kozelitdleg

dE dE\ T _2pTE _ 2 E
AE, || %] = || T _ 2P ﬂENL,
|dt| \dr |27 2z o,
Ezzel a0 josagi tényezdre azt kapjuk, hogy
~ E o,
0= v 2
|AE1rad Zﬁ

Lathatd, hogy az igy definialt josagi tényezd — az eredeti céllal 6sszhangban — annal
nagyobb, minél kisebb a csillapitas (f).
A josagi tényez0 kapcsolatba hozhato a logaritmikus dekrementummal is, hiszen

w, 2t

O 2T T
2 2pT, A
Végiil, ha a fcsillapitast a rendszer adataival fejezziik ki, akkor a
~_ma,
0= k

kifejezést kapjuk.
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Kényszerrezgések, rezonancia

Gyakorlatilag is igen fontos eset az, amikor egy rezgésre képes rendszer rezgései
valamilyen kiilsé, periodikus hatds (kényszer) mukodése kozben zajlanak le. Az ilyen
rezgéseket — szemben a korabban targyalt szabad rezgésekkel — keényszerrezgéseknek
nevezik.

A kiils6 kényszer sokféle lehet, itt a legegyszeriibb esetet vizsgaljuk, amikor a kiilsé hatas
mértéke idoben szinusz vagy koszinusz fliiggvény szerint valtozik.

Kényszerrezgés mechanikai rezgé rendszerben

A kényszerrezgés jellegzetességei, a rezonanciafrekvencia
A legegyszerlibb eset egy pontszeriinek tekinthetd test kényszerrezgése, amit egy
egyszeru kisérleti elrendezéssel modellezhetiink.

KISERLET:

— A kisérlet vazlata az abran lathatd. A két fliggdleges rugod
kozott elhelyezkedd m tomeget az egyensulyi helyzetébdl
kitéritve és elengedve a tomeg szabad rezgése jon létre.
Kényszerrezgést ugy tudunk megvaldsitani, hogy az dbran
lathato excenter forgatasaval az R rudat és igy az alsé rugo
végét periodikusan fel-le mozgatjuk. Ezaltal a rendszerre
rakényszeritjik a rad végének rezgését, és az m tomeg
kényszerrezgést végez. A rugdhoz érintett surlodo testtel a
rezgést csillapitani is tudjuk. g

R §

Ha az excenter szOgsebességét, vagyis a kényszerrezgés excenter
(kor)frekvencigjat noveljiik, akkor jol megfigyelhetd, hogy

kezdetben az m tomeg rezgésének amplitiddja kicsi, majd

egyre nd, ¢s sokszorosan meghaladja a rezgetd rad végének

amplitudojat. Egy bizonyos szogsebességnél az amplituidonak

maximuma van, a szOgsebesség tovabbi ndvelésével az m tomeg rezgésének
amplituddja csokken, és igen nagy szogsebességeknél gyakorlatilag mar nincs
rezges.

Jol megfigyelhetd a csillapitds hatdsa is: minél erOsebben szoritjuk a rugdéhoz a
csillapito testet, annal kisebb lesz a maximalis amplitad6. Ha a csillapitas kicsi,
akkor a maximadlis amplitidé a tdmegpont szabad rezgéséhez kozeli frekvencian
kovetkezik be.

m

csillapitas

Hasonlo kisérletet végezhetiink el egy torzids rezgést végzo testtel.
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KISERLET:

— Az alabbi abran lathato, rézbdl késziilt, forgathatd korongra (az dbran fekete)
egy spiralrugd van szerelve, ami miatt a korong az egyensulyi helyzetébdl (az
abran a mutaté M helyzete) valo kitéritéskor szabad torzios (forgasi) rezgésbe
jon. Kényszeritett torzios rezgést itt is egy excenteres megoldassal az R rad
segitségével tudunk létrehozni. A csillapitést itt az E elektromégnes magneses
erdterével tudjuk szabalyozni, amely a mozgod rézkorongban orvényaramokat
kelt, és ezzel fékezi a korong mozgasat, vagyis csillapitja a rezgést.

Az  excenter  frekvenciajanak
novelésével itt is az eldzd
kisérletben mar tapasztalt
jellegzetességeket  talaljuk: az
amplitadé  fligg a  kényszer
frekvencidnal maximuma van. A
csillapitds novelése csokkenti a
maximalis amplitadot, kis
csillapitasndl a maximum itt is a
korong szabad rezgésének
frekvencidja kozelében van.

Bar a részletekre vonatkozéan kevés informaciot ad, egyszeriisége és
szemléletessége miatt érdemes megnézni még az aldbbi, ingdkkal megvalositott
kisérletet is.

KISERLET:

— Koz6s  fondlra  felfiiggesztiink  kiilonbdz6

hossziisagu, konnyl ingakat (iires korok), és egy %\ _,,%
nagyobb tomegl ingat (A), amelynek hosszusaga
— tehat lengési frekvencidja — megegyezik a tobbi
inga egyikével (B). Ha a nehéz A ingat lengésbe
hozzuk, akkor az a kotél kozvetitésével
meglengeti a tobbi ingat is.
Azt tapasztaljuk, hogy jelentds amplitidoval csak (B
az azonos hosszusdgu B inga leng, vagyis az,
amelynek a sajatfrekvencidja megegyezik a
kényszeritd inga frekvenciajaval.

> e
w O

A fenti kisérletek kozos tanulsadga az, hogy a rezgésre kényszeritett rendszer
sajatfrekvenciaja kozelében. A maximum léte azt mutatja, hogy egy bizonyos — a
rendszer adataitdl fiiggd — frekvencidn a rendszer ,;rezondl” a kiilsé kényszerre,
ezért ezt a jelenséget rezonancianak nevezik.

Ezek utdn nézzilk meg, hogy hogyan lehet a rezonancia jelenségét a fizikai
torvények segitségével értelmezni.
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Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy egy csillapodd rezgést végzd
tomegpontra egy

F, =F,sinaot
kiils6 kényszeritd (gerjesztd) erd hat. Ekkor mozgasegyenlete igy moédosul:

2
m d X(zt) _ _Dx(t)—k dx(t)
dt dt
Az m tomeggel osztva és alkalmazva a csillapodd rezgésnél hasznalt jeloléseket, a
kitérés idofiiggését megado X(t) fiiggvényre az alabbi egyenletet kapjuk:

2
d X(zt)+2ﬂ dx(t)

dt dt
Az egyenlet még a csillapodd rezgés egyenleténél is bonyolultabb, de a
tapasztalatok alapjén itt is megprobalhatjuk , kitaldlni” a megoldast.
A tapasztalat szerint egy ilyen rendszer egy bonyolult berezgési folyamat utan a
gerjeszto erd frekvenciajan rezeg, a gerjesztd erd tehat rakényszeriti a rendszerre a
frekvencidjat.
A berezgési folyamat oka az, hogy ha egy rendszert az egyensulyi helyzetébdl
kimozditunk, mindig elindul a rendszer sajatrezgése is, ami Osszetevodik a
kényszerrezgéssel. A sajatrezgés azonban a csillapitds miatt egy 1id6 utan elhal, és
csak az allandosult kényszerrezgés marad.

+F,sinat.

+alX(t) = %sina)kt :

3k 3k s sk sk s ok ook ke sk skosk ke skok skoskok 3k sie e sfe ok sk sk ke sfe ok sk sk ke sk skeoskok skok sk i sk sfe ok s ok sk sfe sk ook skeoskeosk skosk skesk

Matematikailag ez azt jelenti, hogy az egyenlet altalanos megoldasa két rezgést leird fliggvény
Osszege lesz, amelyeknek egyike az egyszer(i csillapodd rezgés frekvencidjat, a masik pedig a

gerjesztd erd frekvencidjat tartalmazza.
3k 3k s sk sk s ok s sk ke sk sk ke skok skoskok 3k sie e sfe ok sk sk ke sfe ok ook ke sk skeskok skok sk i sk sfe ok s ok sk sfe sk ook skeoskeosk skosk skesk

A berezgési folyamat elhalasa utan a tomegpont harmonikus rezgést végez a
gerjesztd erd w, korfrekvencigjaval, tehat a kitérés idofiliggését harmonikus

fliggvénnyel irhatjuk le. Ilyen lehet példaul az

X(t)=Asin(ot-¢)
fliggvény. Itt egyeldre ismeretlen a rezgés A amplituddja, tovabba a rezgd rendszer-
¢s a gerjesztd erd rezgése kozotti ¢ faziskiilonbség (a fazisszog negativ eldjele azért
célszerll, mert a rezgés altalaban késik a gerjesztd er6hoz képest).
Az ismeretlen allandokat ugyanugy hatdrozhatjuk meg, mint a csillapodd rezgés
esetén  tettik: a  feltételezett ~megoldast behelyettesitjik a  rezgés
differencidlegyenletébe, és megvizsgaljuk, hogy ez az emlitett mennyiségek milyen
értékeinél lesz valoban megoldas.

sfe sk sk sk sk st st sk sfe sk sk sk sk sk skeoskoskoskoskok st sk sfe sk sk sk sk sk sk sk skeoske stk sk skeskeoskoskosk sk sk sk sk sk sk sk st sk ske sk sk sk skeskoskoskosk

A szamolast a derivaltak kiszamitasaval kezdjiik:

ax(t) _ Ao, cos(wt—¢)
dt
2
d d)i(zt) =—-Aw!sin(ot-@).

F
Behelyettesités és a b = —2 jelolés bevezetése utan az alabbi egyenletet kapjuk.
m

— Aw} sin(wt — )+ 2 Ao, cos(wt— @)+ o Asin(ot — @) =bsina,t.
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Az ot — @ kiilonbség szogfiiggvényeit ezutan — ismert trigonometriai 6sszefiiggések segitségével
— olyan alakra hozzuk, hogy mindeniitt a Sin ot ésa COSw,t jelenjen meg:
— Aw! cospsinmt + Aw/ sinpcos ot + 2 fAm, COSpCOS m, t +

+2BAw, singsinw,t + w;Acospsinw,t — w;Asingcos w,t = bsinw,t
Rendezés utan az egyenlet az alabbi alakot 6lti:
(Aw?sing +2BAm, C0Sp — a Asing)cos o, t —

— (A cosp -2 Aw, sinp — w; Acosp +b)sina,t =0.
Mivel az egyenletnek mindig teljesiilnie kell, az idofiiggd részek egylitthatoinak kell nullanak lenni,
azaz

Aw! sing +2 fAm, cosp — aAsing =0
— Aw cosp + 2 A, sinp + o} Acosp —b =0.
A fenti egyenletrendszer lehetéséget ad a keresett két ismeretlen (A és ¢9) meghatérozéasara.

A @ fazisszognek csak egy szogfiiggvénye (1J¢) hatarozhato meg (ugy hogy az 1. egyenletet

elosztjuk COS¢@-vel), az A amplitid6 ezutin hosszabb szamolassal kozvetleniil megkaphaté a 2.

egyenletbdl. A szamolast itt nem végezziik el, a végeredményt alabb megadjuk.
sfe sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskoskok st sfe sfe sk ske sk sk sk sk sk skeoskeoskeosko sk skeskeskoskosk sk sk sk ske sk sk sk st sk ske sk sk sk skeskoskoskosk

A szamolésbol kidertil, hogy a fent feltételezett

X(t)= Asin(ot—¢)
kifejezés csak akkor megolddsa az egyenletnek, ha az amplitado és a
faziskiilonbség is fiigg az w, kényszerfrekvenciatol, az alabbi mddon

F
A=ANo)= 2 202 2 2’
m\/(a)k —wy ) +4p°w,
2w
00 ol
o k

A kapott eredmény elsé tanulsaga az, hogy a gerjeszté er6 o, korfrekvenciajat

valtoztatva, valtozik a rezgés A amplitudéja (ez egyezik a kisérleti
tapasztalatokkal). Az amplittid6 a  korfrekvencia  csokkentésekor az
A(0) = % _hK értékhez tart, ami D rugodalland6 esetén megfelel az Fq erd altal
Wy

okozott sztatikus kitérésnek.

Az igazi érdekesség azonban akkor dertil ki, ha részletesebben is megvizsgaljuk az
amplitadé frekvenciafiiggését megadd fenti A(w,) fliggvényt. A kényszer
frekvencidjanak novelésekor az amplitudd eldszor novekszik, majd igen nagy
frekvencidkon nulldhoz tart (utobbi annak a kovetkezménye, hogy a tomeg mar
nem képes kovetni az erd valtozasait). A
fliggvény vizsgalatabol kideriil, hogy az
amplitudonak egy bizonyos korfrekvencianal
maximuma van (4bra), ami egybevag a
kisérleti tapasztalatokkal. A rezonancia
jelensége tehat a  fizikai  torvények
segitségével szamszerlien is leirhato, és
felrajzolhat6 az amplitado
frekvenciafiiggését megadd goOrbe, amit
rezonanciagorbének-, a maximalis

A@,)

F.,/D
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@y

amplitudohoz tartozé @, korfrekvencianak megfeleld f, = frekvenciat pedig a

V4
rendszer rezonanciafrekvenciajanak nevezik.

A kisérletek azt mutatjak, hogy ha a g csillapitas kicsi, akkor az amplitaddo igen
meredeken valtozik a rezonancia helyénél (a rezonancia ,,€les”), a rezonancia a
rendszer sajatfrekvencidja kozelében kovetkezik be (o, =@,), €s a rezgés

amplituiddja igen nagy lehet. A csillapitds novelésével csokken a
rezonanciafrekvencia, csokken az amplitidd maximuma, és a rezonanciagdrbe
laposabba valik (ez is latszik a fenti abran).

Mindezeket a tapasztalatokat szamitéassal is alatdmaszthatjuk.

Az amplitadofiiggvény maximumahoz tartozd o, korfrekvencidt a matematikabol

ismert modon, a

dAo,) _,
dao,

Osszefliggésbol kaphatjuk meg. A szamolas eredménye az, hogy rezonancia az
o, =+t =2
korfrekvencianal (vagyis az f, = ziw/a)oz ~2% frekvencianal) van. A fenti
V4

Osszefiiggésekbol latszik, hogy a S csillapitas ndvelésekor a rezonanciafrekvencia a
szamitasok szerint is csokken.
Az amplittdé maximumat a rezonanciafrekvencia behelyettesitésével kapjuk:

F F
- A _ 0 — 0 =
Arac = A ) m\/(a)f—a)o2 Y +4p% 0! m\/4,34+4,32(a)§—2,32)

Fo

FO
mJas2a? —4p*  2mpya —257
Kis csillapitisnal B% << w?, ezért ilyenkor az amplitidé maximuma kozelitdleg az

Ay 0

2mpw,

kifejezéssel adhaté meg, vagyis az amplitidé6 maximumat (adott kényszererdnél)
lIényegében a csillapitas hatarozza meg.

A csillapitds novelésével az amplitido-maximum csokkenthetd, ha viszont a
csillapitast csokkentjiik, akkor az amplitidé-maximum nd. Ez az oka annak, hogy
kis csillapitdsu rezgd rendszereket a rezonanciafrekvencidn rezgetve igen nagy
rezgési amplitudé alakulhat ki, ami bizonyos esetekben hasznos, de néha
katasztr6fakhoz is vezethet. Hasznos a rezonancia pl. akkor, ha egy gyenge rezgést
akarunk felerdsiteni, pl. azért, hogy megmérjiik a frekvenciajat. A rezonancia karos
lehet rezgd vagy forgd alkatrészeket tartalmazo gépeknél, hiszen a nagy

crer

kell arra, hogy a forgas vagy rezgés frekvencidja a gép rezonanciafrekvenciaitol'
tavol legyen. A rezonancia karos hatasanak talan legmeghokkent6bb esete az észak
amerikai Tacoma foly6 felett ativeld volgyhid Osszeomldsa a széllokések altal
okozott rezonancia miatt.

! Kiterjedt testeknek tobb rezonanciafrekvencija van.
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r ror 1" r r o ae e y
A kényszeritd erd és a rezgés kozotti P

faziskiilonbségre kapott V4
2w
tgp = —zﬂ “

Osszefliggésbol latszik, hogy a fazisszog fligg a
gerjesztd erd frekvenciajatol. Adott csillapitasnal
a frekvenciat csokkentve tge ¢és egyuttal ¢ is 0
nulldhoz tart, vagyis ,lassi” kényszernél a
rendszer még szinte késedelem nélkiil kovetni tudja a kényszert, a frekvencia
novelésekor azonban a rendszer egyre jobban lemarad a kényszertdl: tge és ¢

20

novekszik, @, = @,-nal (/):E, a frekvencia tovabbi novelésekor pedig a

faziskiilonbség 7-hez tart (dbra). Utobbi esetben a rendszer €s a kényszer ellentétes
fazisban rezeg, ami a kisérleteknél is megfigyelhetd.

sokkdckksdokkdok ko Rdok®  kdokkdokksckok ok ko kkok kRskokkok ok Rokok R dkok kK

A rezonanciafrekvenciat megadd Osszefiiggésbal latszik, hogy a fenti megoldas nem lehet érvényes,

2
()
ha a csillapitds olyan nagy, hogy fenndll a Jf 2 >7° feltétel, hiszen ekkor a

rezonanciafrekvenciara képzetes értéket kapunk, ami fizikailag nem lehetséges.
A részletes matematikai elemzés azt mutatja, hogy ilyenkor nincs rezonancia, hanem az amplitad6 a

frekvencia novelésével monoton csokken.
ks skosk sk skok sk skoskosk skoskosk skoskosk skoskk sk sk ok sk sk sk sk skoske sk sk sk sk sk sk sk skoskosk sk sk sk sk skoskeosk sk sk sk sk skeosk skskosk sk ok

A sebességrezonancia
A kényszerrezgést végzd tomegpont kitérésének meghatdrozasa utan koénnyen
megkaphatjuk a sebességre vonatkoz6 dsszefliggést is:

v (1)= &0
dt
Itt bevezettik v, (o,)=A(®, )o, sebességamplitidot, amely szintén fiigg a

crer

= Alo, o, cos(at-p)=V, Sin(a)kt—go-i-%),

o, F
V(@)= 2 kz 02 2 2
m\/(a)k —wy ) +4p%w;
Ha ezt a fiiggvényt a
F
V(o )= > 02 >
m\/(a)k _2%) +4 /7
Wy

alakba irjuk, akkor rogton latszik, hogy maximuma van az
Wy = Wy
korfrekvencian (itt van minimuma a nevezonek). A v, sebességamplitido tehat a

rendszer sajatfrekvencidjan a legnagyobb. Ezt a jelenséget gyakran
sebességrezonancianak nevezik.

A félérték-szélesség
A rezonanciagdrbékbdl lathato, hogy a rezonanciafrekvencia kdzelében a rendszer
amplitudojanak novekedése €és csokkenése nem egy meghatarozott frekvencian
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kovetkezik  be, hanem  egy  frekvenciaintervallumban. Ennek a
frekvenciaintervallumnak a szélessége a rendszer adataitdl fiigg, és igen fontos
szerepet jatszik. Rezonancia Utjan torténd frekvenciamérésnél pl. az a jo, ha a
mérdmuszer csak egyetlen frekvenciara — de legalabbis csak egy nagyon sziik
frekvenciaintervallumra — reagal, vagyis a rezonanciagdrbe ,,¢les”. Ha viszont nem
akarunk jelentds berezgéseket, akkor a széles, lapos gorbe a kivanatos. Ez indokolja
egy olyan mennyiség bevezetését, ami a rezonancia élességét, a gorbe alakjat
jellemzi.

Mivel a rezonancia soran a rezgd tomeg energiaja is valtozik, és ez a valtozas a
rezgd tomeg ¢és a kornyezet koOzotti energiadtadast jellemzi, a rezonancia

crer

valo fliggése. Ez a fiiggés az E(a)k)=%mv,]21(a)k)=%DA2(a)k)

Osszefliggésbol kaphato meg:
Fy ok
2m( e —e§ )* + 4470
A fliggvény vizsgalatabol megallapithato, hogy a rezgd tomeg energiaja — a kitérés
amplitiddjahoz hasonléan — szintén rezonanciaszertien fligg a kényszer

crer

() =5mvA(0,) -

Emax = E(a)o): 8mﬂ2 .

Az energia-rezonanciagérbe ,,sz€¢lességét”, vagyis a rezonancia ,,¢lességét” ugy

szokas jellemezni, hogy az E,, magassagh

rezonanciagorbén (4dbra) megadjdk annak a E(w)!
két korfrekvencianak (o, és w,) a
kiilonbségét, ahol a fiiggvény értéke E nax
Ena/2.Ezta

Aw; = 0, — o,

. . - 0,5E
korfrekvencia-tartomanyt a rezonanciagorbe max
félérték-szélességenek nevezik.
A félérték-sz¢lességet meghatirozd két I
korfrekvencia-értéket alz &, o, o,
E(a)k):EE(a)o) 0=

egyenletbdl szamithatjuk ki. Kis csillapitdsnal ( 8% << ?) ebbdl azt kapjuk, hogy
W, *w,—f é o, ~w,+ B, amibdl a félérték-szélesség

o,
- ~28~%0
Ao =0, -0, =2 ~ —=.

Q
Lathato, hogy a félérték-szélesség anndl kisebb, minél kisebb a S csillapitas, illetve
minél nagyobb a rendszer Q josagi tényezdje. (EbbOl az Osszefliggésbdl az is

lathatd, hogy a josagi tényezo a félérték-szélességgel a 6 = Aa)o alakba irhato. Ezt
Wy
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azért érdemes megemliteni, mert néha ezt az Osszefliggést hasznaljak a josagi
tényez0 bevezetésére.)

Ha a csillapitéast kifejezziik a rendszer adataival, akkor a félérték-sz¢élességre azt
kapjuk, hogy

sk sk sk ok sk sk sk sk ook sk sk sk sk sk skoskockokok st s sfe ok sk ok sk sk sk sk skeoskoskok sk ke skeskoskok 2k ok ok ok ok sk sk sk s ook oskosk sk sk skoskockok
Megjegyezziik, hogy ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az amplitidorezonancia gorbéjének
szélességét az A, / \/E értéknél szamitjuk ki. Ennek az az oka, hogy az energia aranyos az
amplitadé négyzetével, igy az energia- és az amplittdd maximalis értékei kozott fennall az
E o :CAriax osszefiiggés (C egy alland6).Ennek megfeleléen az A, / \/E amplitidoérték

C(A,./ V2 )> =05cA’. =05E, _ energia-amplitadénak felel meg.

sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk skoskoskokok st s sk sk sk ok sk sk sk sk skeoskoskokosk ke sk skoskok 2k ok sk sk ok ok sk sk sk skoskoskosk sk sk skoskockok

Parametrikus rezonancia

Egy rendszerben nem csak tigy novelhetd a rezgés amplituddja, hogy egy kiils6 hatdssal
kozvetleniil a rezgés amplitidojat noveljiik meg, hanem gy is, hogy a rezgd rendszer egy
paraméterét periodikusan valtoztatjuk.

Ez torténik pl. akkor, ha egy inga hosszat megfeleld {litemben
valtoztatjuk. A mellékelt 4bran lathatd elrendezésben az inga
fonala egy csigdn van atvetve, igy a fondl hossza az F vég
meghuzasaval illetve visszaengedésével konnyen valtoztathato.
Nyilvanvalo, hogy ez a beavatkozds nem kozvetleniil a kitérést
valtoztatja, hiszen a létrehozott elmozdulds arra merdleges. (A
kitérés kozvetlen valtoztatdsa az lenne, ha az inga tomegét —
valtozatlan fondlhossz mellett — minden periddusban megloknénk
az éppen aktualis mozgasiranyban.)

A kisérletezés soran kideriil, hogy az inga kis lengéseit csak akkor tudjuk novelni, ha a
fonal hosszat megfeleld iitemben valtoztatjuk, példaul az inga szEéls6 helyzetében
visszaengedjiik, egyensulyi helyzetében pedig meghuzzuk. Az inga hosszvaltozasainak
menetét az dbran lathatjuk, ahol az egymas utdni 1épéseket megszadmoztuk. Mivel ilyenkor
a kivalasztott paraméter (itt az inga hossza) periodikus valtozdsanak az inga lengési
frekvencidjahoz kell igazodnia, ez tulajdonképpen a rezonancia egy sajatos esete, amit
parametrikus rezonancianak neveznek.

A konkrét esetben arrdl van sz6, hogy a fonal meghuzasakor és visszaengedésekor az inga
tomegén ellentétes eldjelli munkat végziink. Mivel pedig az egyensulyi helyzetben a
fonaleré nagyobb, a fonal meghuzasakor végzett — a rezgd tomeg energiajat noveld —
munka nagyobb, mint a visszaengedésnél végzett ellenkezd eldjelii — a tdmeg energidjat
csOkkenté — munka. Emiatt a fondl hosszanak valtoztatdsakor a rezgési energia és igy az
amplitado is nd. A paraméter valtoztatasanak frekvenciaja ebben az esetben kétszerese a
rendszer sajatfrekvenciajanak, hiszen egy periddusban kétszer huzzuk meg- és engedjiik
vissza a fonalat.

A parametrikus rezonancia masik példdja a hintdzas. Anélkill, hogy a hintazas
mechanikdjanak bonyolult részleteibe belemennénk, megallapithatjuk, hogy itt a
testhelyzetiink (pontosabban a tomegkozéppontunk helyzetének) megfeleld iitemben
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torténd valtoztatasaval a rendszer perdiiletét valtoztatjuk periodikusan, ami szintén a
rezgési energia novekedését eredményezi. (A kitérés kdzvetlen valtoztatasa itt az az eset,
amikor a hintdn 1l nem mozog, hanem a hinta kitérését megfeleld iitemi, a palya
érintdjének iranyaba mutato 16késekkel kiviilrél ndveljiik meg.)

A két esetben az a koOzoOs, hogy a rendszer egy paraméterének megfeleld iitemu
valtoztatasaval ndvelni tudjuk a rezgési energiat.
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Harmonikus rezgések 6sszetevése és felbontasa

Gyakran el6fordul, hogy egy rezgésre képes rendszerben tobb, kozelitéleg harmonikus
rezgés egyszerre jelenik meg, és meg kell hataroznunk a 1étrejott eredd rezgést, ezért a
harmonikus rezgések 0sszetevésének vizsgalata fontos feladat. A forditott feladat is nagy
jelentdségli, amikor egy bonyolult rezgést kell harmonikus 6sszetevokre bontani.

Harmonikus rezgések dsszetevése

A rezgések Osszetevésének néhany jellegzetes és gyakorlatilag is fontos esete az azonos- €s
kiilonbozd frekvencidji, azonos irdnyl, tovabba az egymasra merdleges harmonikus
rezgések Osszetevése.

Egyiranyu, azonos frekvencidaji harmonikus rezgések osszetevése
Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor egy rezgd rendszerben egyidejiileg két
egyiranyl harmonikus rezgés 1ép fel. A kérdés az, hogy milyen lesz az eredd
rezgést megado fliggvény.
A két rezgés amplitiddja és fazisa eltérd lehet, de az egyszerliség kedvéért
feltételezziik, hogy a rezgések korfrekvenciaja () azonos. A két rezgés kitérésének
idofliggését ekkor az alabbi 0sszefiiggésekkel adhatjuk meg:
x,(t)=A,cos(wt+e,)
X,(t)=A,cos(ot+p,).
Ha feltételezzilik, hogy a két rezgés egymast nem befolyasolja (vagyis érvényes a
szuperpozicio elve), akkor a rezgések ereddje barmely pillanatban egyszeriien a két
rezgés pillanatnyi értékeinek Osszege:
x(t)=x,(t)+x,(t)=A, cos(wt+@,)+ A, cos(wt+¢,).
Ebbdl az alakbol nehéz megallapitani az eredd rezgés jellegét, ezért célszerli ugy
atalakitani, hogy csak egyetlen trigonometriai fliggvényt tartalmazzon. Az
atalakitast két modszerrel végezhetjiik el: trigonometriai Osszefliggések alapjan
vagy az un. forgo vektoros modszerrel. Itt az utdbbi eljarast alkalmazzuk, mert
egyszerlibb, szemléletesebb, €s mas problémak targyalasanal is hasznos.
A forg6 vektoros mddszer azon alapszik, hogy

egy egyenletes kormozgast végzé pontnak a Ya

korpalya sikjaval parhuzamos  vetiilete y(t)=Asin(wt+¢)
harmonikus rezgést végez. Ezért, ha a rezgés \a)

A amplitaddjaval azonos hossziisaghi vektort A ”””

az 4bran lathaté modon, @ 4llandd o\ L x
sz0gsebességgel korbeforgatunk, akkor a —

vektor végpontjanak barmelyik tengelyre vett
vetiilete w korfrekvenciaji harmonikus rezgést
végez. Ha az idémérést abban a pillanatban
kezdjiik, amikor a vektor az x-tengellyel ¢
szoget zar be, akkor a ¢ iddpillanatban a vektor
végpontjanak a tengelyekre vett vetiilete
x(t)=Acos(awt+¢@)

y(t)=Asin(wt+@).
A tovéabbiakban az x-tengelyre vett vetiiletet hasznaljuk.
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Ha a korabban emlitett

x,(t)=A,cos(awt+¢,)

X,(t)=A,cos(wt+¢,)
rezgéseket akarjuk 0sszegezni, akkor a megfeleld
fazisszoggel mindkét rezgés forgd vektorat
felrajzoljuk. Az &bran a két vektort a ¢=0
pillanatban tiintettiilk fel. Az eredd rezgés forgd
vektorat a két Osszetevd vektor vektori Osszege
adja meg, hiszen az 4bra alapjan megallapithato,
hogy minden pillanatban x=x,+x,, ahol
x,=0B, x,=BC és x=0C.
Mivel az eredd vektor az 0sszetevd vektorokkal egyiitt @ szogsebességgel forog,
végpontjanak vetiilete ugyanilyen korfrekvenciaja harmonikus rezgésnek felel meg.
Ez azt jelenti, hogy az eredd rezgés harmonikus, és

x(t)=Acos(wt+ @)

alakban irhaté fel, ahol egyelére nem ismerjik az 4 amplitddot és a ¢
fazisallandot. Ezekre az abra alapjan az aladbbi 0sszefliggéseket kapjuk:

A=A} + 42 + 24,4, cos(p, —9,)

_A;sing, + A4, sing,

1gp = .
9 A, cosp, + A4, cosp,

s sk sk sk sk st st sk sfe sk sk sk sk sk skeoskoskoskoskok st sk sfe sk ske s sk sk st sk skeoske stk sk skeskeskoskosk sk sk sk sk sk sk sk st sk sk sk skeosk sk skeskoskoskosk

Az 4bra jeldléseivel az amplitidora az
A*=(0C)’ +(CE); =(OB+BC)’+(CD+DE)’ =
=(A,cosp, +A,cosp,)’ + (A, sing, + A, sing,)’ =
= A’ cos’ ¢, + A5 cos’ @, + 2A,4, cos ¢, cos p, +
+ 4] sin’ @, + A; sin’ @, + 24,4, sing, sing, =
= A + A5 + 2A4,4,(cos ¢, cos @, + sing, sing, ) =
= A} + 4] + 24,4, cos(p, — ¢,)

Osszefliggést kapjuk, amibdl a fenti egyenlet gyokvonassal kaphato.
A fazisszog tangensére fennall, hogy

_CE CD+DE  A;sing, +A,sing,
OC OB+BC A,cosp,+A,cosp,

ami azonos a fent felirt sszefiiggéssel.
sk s ok ot sk ok sk sk ok st ok sk sk sk sfeskok sk sk ok

gy

Megjegyezziikk, hogy a forgovektoros moddszer tobb v ) X1=OB

egyiranyu, azonos korfrekvencidji rezgés Osszegzésére is / \ X,=BC
alkalmas. Ilyenkor a vektorokat a parallelogramma moédszer X.=CD
helyett a vektoroknak egymds utan torténd felrajzolasaval e

célszerli Osszegezni, amint azt 3 vektor esetére a mellékelt

abra mutatja. A vetiiletekre most is fennall minden
pillanatban, hogy

X(t)=x,(t)+x,(t)+x;(t).

Mivel az ered6 vektor egyiitt forog az 0Osszetevokkel,
végpontja  harmonikus  rezgést végez a  koz0s

korfrekvenciaval.
skskoskoskoskskskoskskok skoskoskoskoskoskosk skskosk sk skskeoskosk skoskosk skskosk
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Azonos irdnyu, kiilonbozo frekvencidju rezgések dsszetevése, lebegés
Két azonos iranyu, kiilonbozd w, és w, frekvencidji rezgés Osszegzése joval
bonyolultabb, mint az azonos frekvenciajuaké.
Ez jol érzékelhetd, ha az Gsszegzésre a
forgo vektoros eljarast  akarjuk
alkalmazni. Ilyenkor az &sszetevioket
abrazolo vektorok eltérd szogsebességgel
forognak, ezért a rezgések kozotti
faziskiilonbség  és az eredd rezgés
amplituddja is valtozik az id6ben (az
abran Ap = A’ illetve A= A').
Ha az egyszeriiség kedvéért azt az esetet
vizsgaljuk, amikor a két rezgés
amplitidoja azonos (4; = A, = A), akkor
a forgd vektoros modszer is egyszeriibb,
de most ehelyett egy masik modszert
alkalmazunk, ami a szogfiiggvények
Osszegére  vonatkozd  trigonometriai
Osszefiiggésen alapul.
Ha a két rezgés kozott nincs faziskiilonbség, akkor a rezgéseket leird fiiggvények
x,(t) =Acos ot

X,(t)=Acos w,t,
két rezgés ereddje pedig
x(t)=x,(t)+x,(t)=Acosw,t+ Acos ,t .
Felhasznalva a

a,—-a a,+a
cosa, +cosa, =2 cos 22 L cos 22 !

trigonometriai 6sszefiiggést, az ereddre azt kapjuk, hogy
®,+0,,
5 .

x(t)=2Acos @, ;w’ t cos

A fenti kifejezés ugy is felfoghato, mint egy o'= % frekvenciaji harmonikus

w,

rezges, €s egy @, = T’ frekvencidval periodikusan valtozé A(t)=2Acosw,t

amplitado szorzata: x(t)=2Acosm tcos @'t .
Ez kiilonosen jol érzékelhetd

abban a gyakorlatilag is fontos : '
esetben, amikor a két rezgés ' 1

frekvencidja csak kissé
kiilonbozik egymastol. Ilyenkor
ugyanis o,<<®', igy az

amplitddo lassan valtozik, ¢és
valtozésa jol nyomon kovethetd
(abra). Az abran feltiintettiik a két
Osszetevl rezgést (x; €s x,) és az
OsszegzOodésik  eredményeként
eléalld eredd rezgést (x) is,




TOTH A.: Rezgések/3 (kibévitett dravézlat) 25

amelynek amplitadoja jol lathatéan ingadozik.

Az ilyen periodikusan valtoz6é amplitadoju (,,liktetd”) rezgést lebegésnek-, a

maximalis kitérés ismétlodési frekvencidjat ( f,) pedig a lebegés frekvencidjanak

nevezik.

Ha a két frekvencia kozel azonos, akkor érdemes bevezetni w, —w, = Aw ¢és az

®,=o jeldlést, amivel o, =w+Aw = @ hiszen a feltételezés szerint Aw << w .
w,+w, 2o w, -0, Ao

. N _ _ _ e . .
Ezzel a)—T~7—a), a)A—T—T, és igy az eredd rezgés

1d6fliggését megado Gsszefiiggés az alabbi modon alakul
x(t)= ZACOSATG)ZCOSCUL

A lebegés frekvenciajanak kiszamitasahoz hasznaljuk fel az abra jeloléseit. Lathato,
hogy a lebegés 7, periddusideje éppen fele a koszinusz fliggvénnyel megadott 4(z)

amplitadé 7, periddusidejének:

T
T, = FA.
Ebbdl kovetkezik, hogy a lebegés korfrekvenciaja
2 4r 4z
w,=—=—=—w,=20,.
, T, 2«

Mivel az amplitudofiiggvény korfrekvencidja o, = ATCO, a lebegés korfrekvenciaja

0w, =0,-0,=40.
Az o =2nf 0Osszefiiggést felhasznalva, ebbdl azt kapjuk, hogy
fo=h=fi=4,

vagyis a lebegés frekvencidja a két 6sszetevo rezgés frekvencidjanak kiilonbségével
egyenld.

Ennek alapjan a lebegést fel Ilehet haszndlni frekvencidk eltérésének
megallapitasara illetve frekvenciamérésre. Egy hegediihir hangolasanal példaul
segithet, ha megfigyeljiik a hur hangjanak ¢€s a referencia hangnak a lebegését, és a
hangolast addig folytatjuk, amig a lebegés megszlinik. Ez jelzi, hogy a két hang
magassaga (frekvenciaja) megegyezik.

A lebegést tobb egyszerti kisérlettel bemutathatjuk, amelyek kozil itt kettot
ismertetiink.

KISERLETEK:

— Hatasosan bemutathat6 a lebegés két kissé kiillonb6zd frekvenciaju hangyvilla
egyidejii megszolaltatdsaval. Ekkor valoban halljuk a hang intenzitasdnak
periodikus valtozasat, liikktetését.

A kissé eltér6 frekvenciat legegyszeriibben ugy allithatjuk eld, hogy két azonos
hangvilla egyikét — egy raerdsitett kis sullyal — ,,elhangoljuk™.

— A lebegés elektromos rezgések esetén konnyen bemutathaté katédsugér
oszcilloszkop segitségével, ahol kiilon latjuk az dsszetevd rezgések- és az eredd
rezgés (lebegés) képét is, ahogy azt a fenti abran mar bemutattuk.

Merdleges rezgések dsszetevése
Ha egy rendszerben egyidejlileg két egymasra merdleges iranyu rezgés van jelen,
akkor ezeket az eredd rezgés két merdleges komponenseként foghatjuk fel, az eredd
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rezgést tehat az igy meghatarozott vektor végpontjanak mozgasa adja meg.
Vizsgéljunk el8szor két azonos frekvencidji, kiilonbozé amplitaddji rezgést

x(t)= Acos ot

y(t)=Bcos(wt+ ),
amelyek kozott o faziseltolodas van.
Az ered6 rezgés palyaegyenletét az id6 kikiiszobolésével kapjuk meg. Fejezziik ki
az els6 egyenletbdl coswr-t, és helyettesitsiik be a masodik egyenletbe, amelyet az

Osszeg koszinuszanak kifejtésével és a sinwt=+1-cos’ ot Osszefliggés
felhasznalaséaval atalakitunk:

X
cos wt = —,
A

y =BcoswtcosS — Bsinwt sind = Bcos wtcos S — Bsind\1—cos’ o,

2
y :B%cosé'—Bsiné}f]—%.

Az utolsé egyenlet rendezésével a palya egyenlete az alabbi alakra hozhato:
2 2

x—+y——2ﬂcos5zsin2 0.

A° B’ 4B
Ez egy ellipszis egyenlete, vagyis az eredd rezgés altalaban az xy-sikban
elhelyezkedo ellipszis mentén zajlik. Az ellipszis alakja és helyzete fiigg a rezgések
A, B amplitidoitdl és a koztiik 1évd o faziskiilonbségtol.
A legegyszerlibb eset az, amikor a két rezgés fazisa azonos vagy ellentétes (0 = nr,
aholn =0, 1, 2...). Ekkor az egyenlet az

2
(i + l) =0
A B
alakot 6lti, ami azt jelenti, hogy az ered6 rezgés az
B
=t+—x
YT

egyenesek mentén @ korfrekvenciaval zajlé harmonikus rezgés (a ,,+” jel az
azonos-, a ,.—" jel az ellenkez6 fazist rezgésekre vonatkozik).
Egy masik egyszerli eset, amikor a faziskiilonbség 772 paratlan szamu tobbszorose:

5:(2n+1)%.Ekkoraz

x2 y2
A
Osszefiiggést kapjuk, vagyis ekkor az ellipszis tengelyei a koordindtatengelyeken
vannak. Azonos amplitidok esetén a palya ilyenkor kor alaku.

A merdleges rezgések Osszetevése kisérletileg is
bemutathaté  mind mechanikai- mind pedig
elektromagneses rezgések esetén.
A mechanikai rezgés vizsgalatira alkalmas eszkoz
tobbféleképpen megvaldsithatd. Ezek koziil egyik
lehetséges megoldas a kovetkezo.
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KISERLET:

brd i ‘st lotunk lIvel Egyszertibben

- Az & rin egy olyan berende"zest fuufl , amellyel megvaldsithato
megvalodsithatd, hogy az eszkoz als6 részén lathato az Gsszegzés
tolcsér egyidejiileg két egymasra merdleges irdnyban elektromos

(x és y) rezegjen. A tolcsér egyuttal irdszerkezetként
is szolgal, amely a beldle kifolyd tinta vagy homok

cp(n‘rcp(rp‘ el _egovy papwlapra ﬁ-’n]rm7n]19 az eredd

rezgések esetén.

K'%E@sﬁ& megfelelo mozgast veégzo tolcser palya_] at.

Elektromos ICLBCDCI\ esetén—az UDDLUSLCDC 165 gyszerﬁbben kat(')dsugér
oszcilloszkoppal végezhetd el. Merdleges rezgések ugy allithatok eld, hogy az
egyik valtakoz6 fesziiltséget (rezgést) a fiiggdleges- a masikat pedig a
vizszintes eltéritd lemezparra kapcsoljuk. Ennek a mddszernek az az eldnye,
hogy itt az Osszegzés paraméterei egyszerlien valtoztathatok, ¢s igy a fent
targyalt kiilonboz0 esetek konnyen megvaldsithatok.

A fenti kisérletek segitségével (de elméleti Giton is) megvizsgalhatok az 0sszegzeés
kiilonbozdé esetei. Két merdleges rezgés Osszegzésénél kapott palyagorbéket
mutatunk be az alabbi abran azonos frekvencidji, azonos amplitidoja rezgéseknél.

2
\__/

o=0 /4 72 3n/d
o=r Sn/4 32 7n/4

Tovabbi szamitdsok és kisérleti vizsgalatok azt mutatjdk, hogy ha a merdleges
rezgések korfrekvencidja kiilonb6z6 (w, # @,), akkor a palya tobbnyire igen
bonyolult alaku, és altaldban nem zart gorbe.

Ha a frekvencidk aranya egész szamok aranyaval adhaté meg, akkor a palya zart, de
altalaban szintén bonyolult gorbe. A gorbe alakja ilyenkor a frekvenciak aranyatol
fligg. Ezeket a jellegzetes gorbéket gyakran Lissajous-gorbéknek nevezik. Az
alabbi abran néhany ilyen — az eredd rezgés palyajat megadd — Lissajous-gorbe
lathat6 kiilonbozé frekvencia-aranyok (@, : @, ) és faziskiilonbségek (o) esetén.
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8
A c

@pay=1:2 1:2 2:3

é=0 7 0

a b c

Az ilyen gorbék felvétele legegyszerlibb katddsugar oszcilloszkoppal, de a fent
vazolt mechanikai rendszerrel is lehetséges.

Lathato, hogy a zart palyagorbe érinti a befoglaldé négyszog oldalait, és az egyik
fliggbleges ¢és az egyik vizszintes oldalon az érintési pontok szdmanak ardnya
megegyezik a korfrekvencidk (frekvencidk) o, - @, aranyaval. (A b abran az egy
ciklusnak megfeleld utvonal: ABCBA, vagyis a ,,zart hurok” a vizszintes oldalt
kétszer érinti.) Ezt az Osszefliggést a gyakorlatban (els6sorban elektromégneses
rezgések esetén) frekvenciamérésre lehet hasznalni. Az ismeretlen frekvencidj
rezgést az egyik lemezparra kapcsoljuk, és Osszeadjuk az erre merdleges masik
lemezparra kapcsolt, ismert frekvenciaji rezgéssel. A kapott Lissajous-gorbe
segitségével az ismeretlen frekvencia kiszdmithato.

Rezgések felbontasa harmonikus rezgések dsszegére

Emlitettiik, hogy egy nem harmonikus, periodikus rezgés felbonthaté harmonikus rezgések
Osszegére. Ezt Ugy képzelhetjiik el, hogy kiilonbozd korfrekvencidju és amplitadoju
harmonikus rezgéseket (vagyis szinusz és koszinusz fliggvényeket) adunk 0ssze, aminek
eredményeképpen megkapjuk a nem harmonikus rezgést leird fliggvényt. A filiggvény
pontos eldallitasahoz egy végtelen sort — Gn. Fourier-sort — kell felirnunk, ha azonban
kozelité leirdssal is megelégsziink, akkor véges szamu tagbol 4allo Osszeget is
hasznalhatunk. Ez az eljaras fizikailag azt jelenti, hogy egy nem harmonikus rezgést
harmonikus rezgések Osszegeként allithatunk eld. Az Osszeg tagjaiban szerepld

harmonikus rezgések amplitudoit és ) P y(x)
korfrekvencidait az eldéllitando periodikus ! \
fuggvénynek' ,,megfeleloen” kell _ g ‘\_ e > e
megvalasztani. §, = —sinx

P ) x .
Egy fliggvénynek Fourier-sorral torténé | Ml — A
eldallitasara jol kidolgozott matematikai e M~/ /,‘; P
modszerek allnak rendelkezésre. Ennek ~7\ix--” N /,.\w; Ne-" x
részleteivel itt nem foglalkozunk, de N — 7S =-".-+§-*'”?3-\' e
szemléltetés céljabol bemutatunk egy !—‘ . y(x)
példat arra, hogy egy periodikus — de /o \
nem harmonikus — fiiggvényt hogyan -Fg=— TN AT Tk -
lehet egyre pontosabban eldallitani, ."; .v_,.":.w,+:;.-:'uj.r \ <

amint egyre tobb, megfeleléen valasztott
harmonikus fiiggvényt adunk 0ssze. A példa egy un. ,négyszog-fiiggvény”, amelynek egy
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periodusat lathatjuk az abran (jelolése: y(x)). Az abra felsé részén vastag vonallal
feltlintettiik az elsé kozelitésként hasznalt s; részosszeget, ami egyetlen szinusz fliggvény.
Ez elég durvan kozeliti a négyszogfiiggvényt. Ha ehhez hozzdadunk egy megfelelden
valasztott ujabb szinusz-tagot, akkor az igy kapott s, részosszeg mar valamivel jobb
kozelitést ad (abra kozépso része, vastag vonal). A harmadik tag hozzdadasa utan kapott s;
rész0sszeg lathatdan még jobban kozeliti az y(x) fliggvényt (dbra alsé része, vastag vonal).
Az eljarast tovabb folytatva, az 6sszeg egyre jobb kozelitést ad.

A vizsgalt példa esetében a teljes sor az alabbi modon irhato fel:

V(X)=D Sy =D Aoy, sin( 2k +1)x,
k=0 k=0

ahol a,,,, = (ZkLI) és k egész szam.
+1)r

Ha az el6allitand6 fliggvény nem periodikus (rezgések esetén példaul egy egyszeri kitérés),
akkor a fenti eljarassal nem tudjuk eldallitani, de harmonikus fliggvények integralja
segitségével ilyenkor is megoldhato a feladat. Ez lényegét tekintve csak annyiban
kiilonbozik a diszkrét tagokbdl allo 0sszegzéstdl, hogy ilyenkor a harmonikus fiiggvény
argumentumaban szerepld 2k+1 szam — az elébbi példdban 7, 3, 5,... — nem diszkrét
értékeket vesz fel, hanem folytonosan valtozik, és az Osszegzés helyett a folytonos &
valtozd szerint integralunk. (Rezgések esetén ez azt jelenti, hogy nem diszkrét
korfrekvencidju harmonikus rezgéseket adunk Ossze, hanem folytonosan valtozo
korfrekvencidra ,,0sszegzilink”, azaz integralunk).
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Csatolt rezgések

Eddig olyan rezgd rendszerekkel foglalkoztunk, amelyekben a rezgést egyetlen
mennyiséggel lehet jellemezni. A mechanikai rezgések esetén ez azt jelenti, hogy
egydimenzios rezgéseket vizsgaltunk, ahol a rezgd tomeg egyetlen koordinatja valtozott a
rezgés sordn, vagyis a rezgd tomegnek egyetlen szabadsagi foka volt.

Bonyolultabb a rezgés leirasa, ha a rezgd tomegnek tobb szabadsagi foka van. Ilyen esettel
is talalkoztunk, amikor két egymdsra merdleges rezgés dsszetevését vizsgaltuk. Ebben az
esetben a tomeg egyidejiileg két egymasra merdleges egyenes mentén rezeghet, mas szdval
a rendszernek két szabadsagi foka van. Ugyanilyen két szabadsagi foku rendszert kapunk,
ha egy inga lengésénél megengedjiik, hogy az inga ne csak egy sikban, hanem két
egymasra merdleges sikban lengjen. Fontos koriilmény, hogy a két egymasra merdleges
rezgés mindkét emlitett esetben egymastdl fliggetlen, az egyik szabadsagi foknak
megfeleld rezgés a masik szabadsagi foknak megfeleld rezgést nem befolyasolja, igy
példaul egymasnak nem tudnak energiat atadni.

Ennél joval bonyolultabbak azok a tobb szabadsagi fokl rendszerek, amelyeknél az egyes
szabadsagi fokoknak megfeleld rezgések egymadst befolyasoljak, egymasnak energiat
tudnak atadni. Az ilyen rezgések kozott tehat valamilyen csatoldas mikodik, ezért ezeket
csatolt rezgéseknek nevezik.

Kettds inga mozgasa

A csatolt rezgések egy szemléletes és viszonylag egyszerii esetét valositja meg az Un.
kettos inga, amelynek vazlata az abran lathato.

KISERLET:

Két azonos lengésidejii (tehat azonos / hosszusagh) ingat (1 és 2)
nem tul erds rugoval 0sszekotiink egymassal, majd pl. az / ingat a
két felfliggesztési ponton atmend fliggdleges sikban balra kitéritjiik,
¢s elengedjiik. Ekkor az [/ inga lengésbe jon, de a rezgés
amplituddja fokozatosan csdkken, mikdzben a 2 inga ugyanebben a
sikban egyre nagyobb kitéréssel lengeni kezd. Amikor az / inga gyenge
megall, a 2 inga maximadlis amplitadéval leng. Ezutan a két inga
szerepet cserél, most a 2 inga amplitiddja csokken, és az [/ inga
amplitiddja n6. Ez a folyamat addig folytatodik, amig a csillapodas
miatt a teljes rezgési energia elfogy.

A kisérletben szerepld rendszer két ingabodl all, amelyek egy megadott sikban lengenek,
ezért mindegyik inganak egy szabadsagi foka van, igy az egész rendszernek dsszesen két
szabadsagi foka van. A kisérletbdl vilagosan latszik, hogy a két szabadsagi foknak
megfeleld lengések, vagyis a két inga
lengései egymast befolyasoljak, a két
inga kozott periodikus energiacsere
zajlik. Az ingdk kozott a csatolast a
rug6 hozza létre.

Ha az ingak kitérésének idofiiggését
felrajzoljuk, akkor az abran lathato
gorbéket kapjuk.

A két inga amplitiddjanak periodikus
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valtozasat befolyasolja a két ingat Osszekotd rugd erdssége, amit a D rugodallandoval
jellemezhetiink. Erdsebb rugd esetén is hasonlo rezgést tapasztalunk, de a két inga kozott
gyorsabban zajlik az energiaatadas, vagyis az amplitidovaltozas frekvencidja nagyobb
lesz. Gyenge rugo, vagyis kis rugéallando esetén azt mondjuk, hogy a két inga kozotti
csatolas laza, nagy rugdallandonal pedig szoros csatolasrol beszéllink.

Az ingdk kitérését megadd gorbék szemmel lathatéan ugyanolyanok, mint a lebegés
korabban megismert kitérés-id6 gorbéje, vagyis a csatolt ingdk mindegyike lebegést végez.
Laza csatolas esetén a lebegés frekvencidja kicsi, ami azt jelenti, hogy itt két egymashoz
kozeli frekvenciaju rezgés 0sszegz0désérdl van szo. A kisérleti géorbékbdl meghatarozhato,
hogy milyen két frekvencidrél van szo, s6t a vizsgalatok azt is megmutatjak, hogy ez a két
frekvencia a rendszer meghatarozott specialis rezgéseihez tartozik, amelyeket a rendszer
normalrezgéseinek neveznek.

A kettds inga két normalrezgését a mellékelt
abra mutatja. Az els6 rezgés ugy jon létre,
hogy mindkét ingat ugyanabban az iranyban,
ugyanolyan mértékben kitéritjlik (az abran
jobbra), ¢és elengedjiik. Ekkor a két inga
kozotti rugd nem fesziil meg, a két inga kozott
tehat nincs csatolds, és mindketté az ingak

V7777777777

kozos o, = \/% sajat  korfrekvencigjaval X X
rezeg. = =%

A masodik normalrezgés gy valosithatd meg, hogy a két ingat egymassal ellentétes
irdnyban, ugyanolyan mértékben téritjiik ki, és elenged;jiik. Ekkor az ingdk kozotti csatolas
miikddik, és a rug6 jelenléte miatt az ingdk @, -nél nagyobb frekvenciaval rezegnek. Mivel
a rugod kozépsod pontja a rezgés soran helyben marad, ez a frekvencia egy rogzitett végl
rugohoz kapcsolt inga frekvenciajaval egyenld. Ennek alapjan a rezgés korfrekvencidja

@, =, /% + 271) , ahol m a rezg0 tomegek nagysaga.

A lebegés frekvencidja a két normalrezgés korfrekvenciajanak kiilonbségével egyenld:
Aow, =0, -0, .

A kettds inga mozgasegyenletei

A kettds inga mozgasat leird egyenleteket kis kitérések esetén viszonylag egyszerlien
megkaphatjuk az ingak tomegeire felirt mozgasegyenletek segitségével. Ekkor feltehet;jiik,
hogy a tomegek csak az x-tengely mentén mozognak, és az ingdk rudjdnak 4

szogelfordulasa aranyos az x-irdnyu kitéréssel, hiszen ekkor $=-~ 7 (itt i a & szdghoz

i
[
tartozo koriv hossza.)

A fenti egyszerlisités miatt a szabadon lend inga eredeti

d’9(t) g
m =-m=9(t
ar’ [ (t)
mozgasegyenlete helyett a
d’x(t) g
=-m=x(t
m 0 m ; x(t)

egyenletet hasznalhatjuk.
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Ezt az egyenletet ki kell egésziteni a csatold rugo altal az egyes
tomegekre kifejtett erdvel. Ez a két inga esetén a kovetkezéképpen
hatarozhaté meg. Ha az [ test kitérése x,, a 2 test kitérése pedig
X, , akkor az abran hasznalt koordinatatengely-iranyitas mellett a
rugd megnyulasa Ax = x, —x,. Ennek megfeleléen az / tomegre
hato6 rugderd

Fy=D(x;,~x,)
a 2 tomegre hat6 rugoerd pedig | |
F,=-D(x,-x,). o X, o X,

Ezeknek az er6knek a beirdsa, és m-mel vald osztas utan a két
tomegre érvényes mozgasegyenlet:

d'x(t) __g D _
= () ()= x (1))
dx(1) _ 8 ) D)o
=R m(xz(r) xX,(t)).

Ez két egyenlet szolgdl a meghatirozandd két kitérés-fliggvény meghatarozasara. A
megoldast jelentésen megneheziti, hogy mindkét egyenletben szerepel mindkét fiiggvény.
Vagyis nem egyszeri differencialegyenletekrdl, hanem differencidlegyenlet rendszerrdl
van szd. Szerencsére az egyenletrendszer egy atalakitdssal mégis viszonylag egyszertien
megoldhato.
El6szor irjuk fel a két egyenlet 0sszegét €s kiilonbségét:
2
CO0) Lty
2
% = _%('xl - xz)_%(x1 -x,)
(itt az egyszerliség kedvéért az idofiiggést nem jeloltiik).
Ha bevezetjiik az y, =x, +x, ésaz y, = x,—x, jelolést, és az egyenleteket atrendezziik,
akkor azonnal latszik, hogy erre a két fliggvényre két harmonikus rezgést leiro
differencidlegyenletet kapunk:

d’y, . g
!

dzy2 g 2D
—224 a4y =0
dr (1 m )

Tudjuk, hogy ezeknek az egyenleteknek a megoldasa

w, = |2 illetve W, = §+2—D
N N om

korfrekvencidji harmonikus rezgés, amit pl. koszinusz fiiggvénnyel irhatunk le:
yi(t)=Acos(wit+¢,)
v,(t)=Bcos(w,t+ ¢, ).
X, +x,=Acos(wt+¢,)
X, —x,=Bcos(w,t+ @, ).
A két egyenlet Osszeadasaval illetve kivonasaval az egyes ingdk lengését leird
fiiggvényeket is megkaphatjuk
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x,(t)= %cos(a)]t +(p1)+§cos(a)2t +¢,)

xX,(t)= gcos(wjt +¢,) —gcos(abt +¢,).

Lathatd, hogy — a véarakozasnak megfeleléen — mindkét inga lengése lebegés, ami a fenti
w, és w, korfrekvenciaji normalrezgések dsszeadddasanak eredménye.

Ha a rendszer szabadsagi fokainak szamat noveljiik, akkor a tapasztalat szerint né a normal

rezgések szama is. Kimutathato, hogy a normalrezgések szdma megegyezik a szabadsagi

fokok szamaval. Ha példaul a kettds ingdhoz még egy ingat csatolunk, akkor a szabadsagi

fokok szdma, és a normalrezgések szama is 3 lesz. A szabadsagi fokok tovabbi novelésével

az igen nagy szabadsagi foku, kiterjedt testek rezgései is modellezhetok.

A csatolt mechanikai rezgésekkel kapcsolatban még két megjegyzést tesziink.

— Egy ilyen rendszerben az egyik rezgd tomeg rezgése a csatolds révén tulajdonképpen
atterjed a tobbire, ami a késobb targyalando hulldmterjedés alapfolyamata.

— Rezgd rendszerek kolcsonhatdsdval korabban, a kényszerrezgés targyalasanal mar
foglalkoztunk. A kényszerrezgés abban kiilonbozik a csatolt rezgéstol, hogy ott a rezgd
rendszernek a kényszerrezgést okozo rezgésre valo visszahatdsa elhanyagolhato.
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HullAmok

Utolso modositas: 2006.12.20

A kiilonbozd fizikai mennyiségek valtozasa — pl. egy rezgés — igen gyakran a 1étrehozasanak
helyétdl tavolabb is kivalt hatasokat: a létrehozott valtozas — vagy mas néven zavar — a térben

elterjed.

A kiilonboz6é zavarok térbeli terjedését hullamnak (néha hullamterjedésnek)-, azt a helyet

pedig, ahol a zavar 1étrejott, hullamforrasnak nevezik.

A hulldm igen gyakori jelenség, és szoros kapcsolatban all a rezgésekkel, hiszen a hullamban

Iényegében valamilyen rezgés terjed tova a térben.

A zavarterjedésnek szamtalan példdja van, ezek koziil egyesek szemmel lathaté modon

mennek végbe, és egyszeri kisérletekkel bemutathatok.

KISERLET:

Ha egy kifeszitett rugalmas kotélre raiitink egy
ruddal, tehat egy egyszeri kitérést (,,volgyet”) hozunk
létre (abra), akkor ez a kitérés végigszalad a kotélen,
vagyis a kotélnek a raitéstdl tavoli pontjai is
megismétlik a létrehozott kitérést'. Megfigyelhetjiik,
hogy a zavar egyenletes mozgéssal halad a kotélen.

Ett6]l kissé eltérd jellegi zavarterjedést lathatunk egy

csavarrugoban létrehozott deformacional.

KISERLET:

Nagyobb atméréjli, gyenge csavarrugd egyik végét
egy hirtelen mozdulattal nyomjuk 0&ssze a rugo
tengelyével parhuzamosan. Ez a deformacidé a rugo
meneteinek slrlisddésével jar, és ez a siirisodés jol
lathatdoan végigszalad a rugébn. A zavar itt is
egyenletesen terjed.

d d v=d/,

Az elébbi esetekben a zavar egy dimenzidban (kotél vagy csavarrugd mentén) terjedt.
Kétdimenzios zavarterjedés legegyszeriibben egy vizfeliileten mutathaté be, ami rugalmas

hartyaként viselkedik.

KIiSERLET:

Vizfeliilet egy pontjaban létrehozott kitérés a feliileten egy taguld kor
formajaban minden irdnyban terjed (&bra), és a tavolabbi pontok
megismétlik a létrehozott kitérést. Ez vilagosan latszik, ha a viz feliiletén
elhelyeziink egy parafa dugét: a dugd a zavar megérkezésekor
megemelkedik ¢és lesiillyed, de a zavar 4thaladasa utan helyben marad.
Ez azt is mutatja, hogy a kifelé szaladd korben — a latszat ellenére — nem
a viz aramlik, hanem a létrehozott allapotvaltozas (zavar) terjed.

" A réiités helyén a volgy fokozatosan megsziinik, és elvileg ellenkezd iranyu kitérés is 1étrejon. Ez azonban a
legtobb esetben a nagy csillapitas miatt alig észlelhetd. A megfigyelést zavarhatja, hogy ha a zavar eléri a kotél
végét, akkor elindul visszafelé (visszaverddik). A leirt egyszerti zavarterjedés csak eléggé hosszu kotélen

figyelhet6 meg tisztan. A visszaverddés hatasaival késébb foglalkozunk.
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A zavarterjedés mas esetei nem ennyire szemléletesek, de a zavarterjedés ténye legtobbszor
ilyenkor is kdnnyen kimutathato.

A csavarrugdn bemutatott esethez hasonldo — de
szemmel nem lathato — zavarterjedés jon létre, ha egy ¢
rugalmas rad egyik végét a rad tengelyével —

parhuzamosan  megiitjik. FEkkor ot a rad fo  LMILLLLLLTTEITEITEITTETTIITAITTS
o B e sty oot vzt tyst, [T
érzékeltettiik), és ez az dsszenyomodas szalad végiga 0 7 —
rucon. Usyanez (Orieni egy dugattytwal lesart g ¢, (TN
edényben 1év0 gézoszlopban, ha a dugattyut hirtelen
elmozditva, a gazt a dugattytnal dsszenyomjuk. A 9 ] d | v=an,
zavar megérkezése a rud vagy géazoszlop masik 1 ' 1

végére megfeleld elmozdulés- vagy

nyomasérzékeldvel észlelhetd.

A haromdimenzios hulldmterjedés sem szemléltethetd egyszerlien, de ezzel kapcsolatban
szamos hétkoznapi tapasztalatunk van. Egy rezgd targy altal létrehozott hang hullamként
minden iranyban terjed: egy adott helyen megszo6lalé hangot mas helyeken is hallunk. Egy
fényfelvillanas elektromagneses hullamként szintén minden irdnyban terjed, és a felvillanas
helyétdl tavoli pontokban is észlelheto.

A hulldmterjedés mechanizmusa fiigg a zavar jellegétél. Egy rugalmas kézeg mechanikai
deformdacidja az anyag részei kozti rugalmas kapcsolatok miatt terjed, ezeket a rugalmas
kozegekben létrehozott zavarokat rugalmas hulldmoknak nevezik. Ilyenek pl. a kisérletekben
latott kotélhullamok vizhullamok vagy a hang. Az elektromos vagy magneses erdtér valtozasa
miatt 1étrejott elektromagneses zavarok terjedése a valtozd magneses- €s elektromos tér
egymast 1étrehozo hatdsan alapul. Az igy 1étrejott elektromagneses hulldmok kozeg nélkiil is
terjedhetnek. Ilyenek pl. a radidhulldmok, a fény, a rontgen- és a gamma sugarzas.

Most a rugalmas hullamokkal foglalkozunk. Targyaldsunk sordn megismerkediink a
hullamterjedés leirasara szolgdldo alapvetd mennyiségekkel és torvényekkel, majd
foglalkozunk a rugalmas hulldmokra vonatkoz6 specialis jelenségekkel.

Annak ellenére, hogy most kifejezetten a rugalmas hullamokrol lesz szo, az itt targyalt anyag
jol hasznalhat6 mas hulldmok targyalasanal is, hiszen a zavarterjedésnek vannak altalanos
jellegzetességei, amelyeknek leirasara a kiilonb6zé hulldmok esetén ugyanazokat a
fogalmakat és modszereket alkalmazhatjuk.
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Hullamtipusok és hullamfliggvények

A terjed0 zavar adott helyen valamilyen mennyiség idébeli valtozasat jelenti. A kotél
esetében pl. egy adott pontban a zavar megérkezése utan a kitérés idoben valtozik. Masrészt
adott idopillanatban a mennyiség pillanatnyi értéke helyrol-helyre mds. A kotélen halado
pulzus példajanal maradva, a kotélnek egy kiszemelt helyét megfigyelve, azt latjuk, hogy egy
darabig nincs kitérés, azutan a vizsgalt pont kitér, majd a kitérés megsziinik. A kotélre egy
adott idOpillanatban ranézve pedig azt latjuk, hogy a kotél nagy része deformalatlan, de azon
a helyen, ahova a zavar éppen ebben a pillanatban megérkezett, egy kitérést latunk.

A zavarterjedés tehat csak akkor irhatd le, ha a vizsgalt mennyiség idébeli valtozasat és
térbeli eloszlasat is ismerjiik. Ehhez egy helytol és idotdl fiiggé hullamfiiggvény sziikséges.
Ha a zavar a y~vel jelolt mennyiség valtozasdnak tovaterjedésével jar, akkor a zavarterjedés
leirdsara hasznalt hullimfliggvény altalanos matematikai alakja w =w/(r,t) (r annak a
pontnak a helyvektora, ahol a zavart vizsgdljuk, ¢ az id0). A zavar lehet vektor-jellegti,

amelynek irdnya van (pl. elmozdulas), ilyenkor  a vektor nagysagat, vagy egyik
komponensét jeloli, de lehet skalaris is (pl. nyomasvaltozas).

A hullamok tipusai

A hullamok valtozatos formai kozotti eligazodas kedvéért célszeri a hullamokat
csoportositani. Ezt tobbféle szempont szerint tehetjiilk meg, amelyek koziil a legfontosabbak a
kovetkezok.

A hullam lehet

a terjedeés terbeli viszonyai szerint:

— egydimenzios (pl. rugalmas kitérés kotélen)

— kétdimenzios (pl. zavarterjedés vizfeliileten)

— haromdimenzios (ez a leggyakoribb, pl. hang vagy fény terjedése kiterjedt
kozegben).

a terjedés és a zavar iranyanak viszonya szerint:

— transzverzalis hullam (a zavart jellemzd vektor irdnya merdleges a terjedés
irdnyéra, pl. egy rugalmas kotél mentén, a kotélre merdleges kitérés terjedése)

— longitudinalis hullam (a zavart jellemzd vektor iranya parhuzamos a terjedés
iranyaval, pl. egy rugd hosszirdnyu osszenyomdasaval keltett zavar terjedése a rugo
mentén).

a zavar azonos értékeinek megfeleld (azonos fazisban lévo) pontok elhelyezkedése szerint:

— sikban terjedé hullamoknal az azonos fazisu helyek egy vonalon vannak, és a
hullamokat a vonal alakja szerint is lehet csoportositani: pl. egyenes hullam,
kérhullam (utobbira példa egy vizfelilleten egy pontban keltett hulldmok
terjedése),

— haromdimenzids hullamoknal az azonos fazisu helyek egy feliileten helyezkednek
el, ezeket a feliileteket gyakran hullamfeliileteknek nevezik, és a hullamfeliiletek
alakja szerint beszéliink sikhullamrol, hengerhullamrol, gombhullamrol,

— a vonal- és sikhullam terjedése — az egydimenzios hullamokhoz hasonléan —
egyetlen (az azonos fazisi vonalakra, illetve sikokra merdleges) koordinataval
leirhat6, bonyolultabb hullamok (pl. kor-, henger- vagy gombhulldmok) a
hullamforrastol tavol kozelitéleg egyenes- illetve sikhulldmnak tekinthetok,
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— a hullam terjedése soran a zavar fokozatosan Gjabb helyekre jut el, igy az azonos
fazisu feliileteknek (vonalaknak) van egy specidlis fajtaja: ennek egyik oldalan
mar megjelent a zavar, a masik oldalan még nem. A hullamot tartalmaz6 térrészt, a
hullamteret hatarol6, azonos fazisu feliiletet (vonalat) hullamfrontnak nevezik.

a terjedo zavar idofiiggése szerint:

— ha a zavar id6fliggését harmonikus fiiggvény adja meg, akkor a 1étrejott hullamot
harmonikus hullamnak nevezik,

— egyéb esetekben a hullaim nem harmonikus (a nem harmonikus hullamok

harmonikus hulldmok 0Osszegzéseként — idegen szdéval szuperpozicidjaként —
foghatok fel).

Egydimenzios hullamterjedés, a sikhullam hullamfiiggvénye

Az egyszerliség kedvéért vizsgaljunk eldszor egy olyan zavart, amely egy irdnyban (pl. az x

tengely mentén) terjed. Egy ilyen hulldm a gyakorlatban pl. Ggy valdsithaté meg, hogy egy

kifeszitett, rugalmas kotélen 1étrehozunk egy kitérést, ami a kotél mentén terjed tovabb.

Ha az x=0 helyen (példéaul a zavar forrasanal)

a zavar idobeli valtozasa f(t) f(t-x/v)
w(0,1)=f(1),

¢s a zavar adott ¢ sebességgel terjed a térben,

akkor a zavar egy pozitiv x helyre

X t t
f, =—
ke Y } } > X
egy negativ x helyre 0 X
X t,=x/v
f, =—=
v

késéssel érkezik meg. Ha feltételezziik, hogy a
terjedés kozben a zavar nem valtozik meg, akkor az x helyen a zavar idébeli valtozasat a

w(ix,t)=f(1 1%)

hullamfiiggvény irja le (a "-" jel az x-tengely pozitiv-, a "+" jel az x-tengely negativ irdnyaban
terjedd hulldmot jelent). Ez az egydimenzids hullamterjedést leird hullamfiiggvény altalanos
alakja, amely konkrét zavarterjedés esetén meghatarozott fliggvényalakot olt.

A terjedési iranyban felvett egyetlen koordinataval irhaté le egy sikhullam is, ahol a hullam
terjedési iranyara merdleges barmelyik sikban minden pont ugyanugy viselkedik. Ezért a fenti
— egydimenzids terjedésre felirt

nmn

w(ixt)=f(t 1{)

alaku fliggvény egyben a sikhullam hullamfiiggvénye is.

A feliileten terjedd egyenes hullam vagy az egydimenzios kozegben terjedd hullam
lényegében a sikhullam specidlis esete: elébbi esetben az azonos fazisi helyek feliiletbdl
egyenessé-, utobbiban egyetlen ponttd zsugorodnak.

Mivel a tovabbiakban az egy- és kétdimenzids kozegben terjedd hullamokat legtobbszor az
egyszerlibb szemléltetés kedvéért hasznaljuk, a fenti hullamfiiggvénnyel jellemzett hulldmot
gyakran akkor is sikhulldmnak nevezziik, ha egy- vagy kétdimenzids terjedésrdl van szo.
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A hullamban terjedo energia

Ahhoz, hogy egy rugalmas kozegben deformacidt hozzunk létre, munkat kell végezniink.
Amikor ez a deformaci6 zavarként megjelenik egy tavolabbi helyen, akkor ott is
munkavégzésre van sziikség. Ez csak Ugy lehetséges, hogy a hullimmal nem pusztan egy
allapotvaltozas terjed, hanem a hulldm energiat is szallit.
A hullam altal szallitott energiat leggyakrabban az energiadram nagysagaval (@) jellemzik,
amely egy adott helyen a hullammal atiramlé AE energia és az athaladas At idejének
hanyadosa:
_AE

At
Az energiadram az energiaterjedést globalisan jellemzi, mert egy teljes feliileten 4thalado
Osszes energiat adja meg. El6fordulhat azonban, hogy az energiadram erdssége egy nagyobb
feliileten nem egyenletesen oszlik el, hanem helyrdl helyre véltozik. Az energiadramlas helyi
(lokalis) jellemzésére vezették be az energia-dramstirtiséget. Ha a hullam terjedésére
merdleges AS nagysagu feliiletelemen A@ energiadram halad 4at, akkor az energia-
aramsiiriség (amit a hulldmtanban rendszerint /-vel jeldlnek):

AD

[=—o.

A8
Ezt a mennyiséget a hullam intenzitasanak nevezik.
Ha egy nagyobb S feliileten az [ intenzitds mindeniitt ugyanakkora, akkor a teljes @
energiaaram:

D=1IS.

A hulldm intenzitdsat a kiilonb6z6é hullamok esetén késébb kiszamitjuk, és a terjedd hullam
jellemzdivel kifejezziik, most — bizonyitds nélkiil — csak annyit bocsatunk eldre, hogy az
intenzitas aranyos a hullam amplitidéjanak négyzetével, azaz
I=CA%,

ahol C a hulldm egyéb jellemz6itdl fiiggd mennyiség.

Ezt azért fontos tudni, mert egy gombhullam esetén a forrasban betaplalt energia egyre
nagyobb feliileten oszlik el, igy — ha az I energiadram nem véltozik — a hulldmforréstol r»
tavolsagban az energia-aramsiirliség egyre kisebb lesz. Ennek az a kdvetkezménye, hogy a
hulldm amplitidojanak is csokkenni kell, hiszen r tavolsagban

@ =1S=14rr =CA*4r’ = dllando .
Ez csak ugy lehetséges, ha 4° ~ iz, vagyis A(r) ~l. A gombhulldm amplitdddja tehat a
r r

forrastdl tavolodva egyre csokken, akkor is, ha nincs semmilyen energiaelnyeld folyamat.

Gombhullam hullaimfiiggvénye

Ha a hulldim homogén, izotrép kozegben terjed, vagyis a terjedése nem fiigg a helytdl és az
iranytol, akkor egy pontban keltett zavar minden irdnyban ugyanolyan sebességgel terjed.
Ennek kovetkeztében pontszeri hulldmforrds esetén az azonos féazisu helyek egy
gombfeliileten (feliileti hullimoknal egy koron) helyezkednek el, vagyis gdombhulldm
(korhullam) jon 1étre.

A sikhulldamra vonatkozd meggondoldsaink alapjan megpréobalhatjuk felirni a gombhullam
hullamfiiggvényének altalanos alakjat, hiszen elsdé pillantasra ugy latszik, hogy csak az x
koordinatat kell helyettesiteni a pontforrastol mért  tavolsaggal. Ezzel a feltevéssel az alabbi
hullamfiiggvényt kapjuk:
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w(rt)=f(i 1%) .

A ,,-” jel a forrastol tavolodo, a ,,+” jel a forras felé halado hullamra vonatkozik.
A helyzet sajnos ennél bonyolultabb, mert lattuk, hogy a gdmbhullam amplitidoja a forrastol
tavolodva csokken, ezért helyesebb a gombhullam hullamfiiggvényet a

virt) =" 5"
r v

alakban felirni, ahol 4y az amplitudoé a forrasban.

Ha a gombhullamot nagyon kis térrészben, vagy a forrastol nagy tavolsagban vizsgaljuk,
akkor kozelitdleg sikhullamnak tekinthetjiik. Ilyenkor — ha energiaveszteségek nincsenek —
az amplitido helyfliggése elhanyagolhat6.

Egydimenzios, harmonikus sikhullam

Ha a zavar idébeli valtozasa szinusz vagy koszinusz fiiggvénnyel irhato le, vagyis a zavar
példaul

f(t)=Acos(ot+a)
alakti harmonikus rezgés, akkor a zavarterjedést leir6 fliggvény is ilyen lesz.
Ha a zavar egy vonalszerli kozegben vagy egy kiterjedt kozegben sikhullamként v
sebességgel terjed az x-tengely mentén, akkor a

1//(x,t)=Acos{a)(t$£)+a}
v

hulldmfiiggvénnyel irhato le, ahol « fazisalland6. Az ilyen allandd amplitadéji hullamot
harmonikus sikhullamnak nevezik.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért a sikhulldm targyaldsdnal altaldban a pozitiv x-
tengely iranyéaban terjedd hullam hullamfliggvényét irjuk fel, vagyis a

1//(x,t)=Acos[a)(t—%)+a} ¢
0

alakot hasznaljuk. Az igy kapott Osszefiiggésekbol

el6jelvaltassal mindig megkaphaté az ellenkezo “\
T e, . T 7/8

terjedési iranynak megfelelé eredmény is.

Természetesen a harmonikus hullam  szinusz N
fliggvénnyel is leirhato, mi a tovabbiakban altalabana  7/4
koszinusz alakot hasznaljuk. L
7 ¢
37/8 */\
skskoskskskokskskskskskskksksk skakskockkskckskskskkskskskk

Ahogy a harmonikus rezgést megadd fiiggvény, ugy a 7
harmonikus sikhullam hullamfiiggvénye is felirhaté komplex 172 r

alakban. Trigonometrikus formaban ekkor a hullaimfiiggvény: /-\
M

-
—-
-

X X f
l//(x,t):Acos(a)(t——)+aj+iAsin(a)(t——)+a). ' /\
v v 37/4 A
Ugyanez exponencialis alakban: / £y
. x \ ¢
l(a)(t—f)ﬂz) 77/8 /\
= v f v
w(x,t)=Ae . M *
Rugalmas koétélen terjedd transzverzalis, harmonikus T v &
hullam kialakulasat mutatja sematikusan a jobboldali T

abra. Itt a kotél alakjat mutatjuk be a forrasban lezajlo
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rezgés egy teljes periodusanak (7) kiillonbozé idopillanataiban. A ,,pillanatképek™ egyenld,

% idokozokben késziiltek. Az abran feltlintettik a kotél egyes részeinek pillanatnyi

mozgasiranyat is.
Hasonlé modon kaphatjuk meg egy csavarrugoban terjedd longitudinalis, harmonikus hullam
terjedésének pillanatképeit is, csak ott
a kitérések a terjedés iranyaval
parhuzamosak. A mellékelt abran a

crer

valtozasok lathatok, amelyeket %

1d6ko6zonként abrazoltunk.

Korabban mar volt sz6 arrdl, hogy a
hullamfiiggvény adott helyen megadja
a zavar 1doObeli valtozasat, adott
iddpillanatban pedig megadja a zavar
térbeli eloszlasat. Ezt mutatja egy
harmonikus  sikhulldm esetén a
mellékelt abra, amelyen a y(x,,t)
fliggvény megadja a  vizsgalt
mennyiség iddbeli valtozasat az x;
helyen, a y(x,t,) fliggvény pedig a
vizsgalt mennyiség térbeli eloszlasat a
t; idOpillanatban).

A harmonikus hulldm a definicio szerint egy végtelen hosszl, csillapitatlan hullamvonulat,
hiszen valtozd amplituddju vagy véges hosszusagii hullamvonulat nem irhatd le egyetlen
harmonikus fliggvénnyel. A gyakorlatban a harmonikus hullam kozelité megvaldsitasa egy
nagyon kis csillapodasu, igen hossz hullamvonulat.

A hullamok vizsgéalatandl a harmonikus hulldm ¢
ugyanolyan fontos szerepet tolt be, mint a rezgéseknél a 0
harmonikus rezgés. Itt is érvényes ugyanis, hogy
tetszOleges hullam felfoghaté harmonikus hullamok 778

szuperpoziciojaként. N

T/4
A fazissebesseg }”K
A rugalmas kotélen terjedd harmonikus hulldm 3T/8** 4

kialakulasat  bemutatd, korabbi  abrat itt t
kiegészitve latjuk. Bejeloltiik azt a Atavolsigot, 7o A" {
ameddig a zavar a T rezgésidd alatt eljut, és egy ty
vonallal ~ Osszekotottik a  zavar maximalis 5778 i

értekének helyét kiilonbozé iddpillanatokban i g
megadd pontokat. Lathatd, hogy az idé és a 37y o
befutott tdvolsdg egymassal aranyos, vagyis a 4 £
maximumhely egyenletes sebességgel halad a 77/, 7
terjedés iranyaban, és az abran lathaté esetben L1 ty

gT 1d6 alatt 3/1 tavolsagra jutott el. Ha a

A tavolsadgot ismerjiik, akkor kiszdmithatjuk a
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maximumhely mozgasanak v, sebességét is: v, = Béarmilyen mas fazisban 1évo

pont mozgasat vizsgaljuk, ugyanezt a mozgési sebességet kapjuk, ez a fazissebesség.

Nézziik meg most egy pozitiv x-tengely iranyaban halado sikhullimban, hogy milyen
Osszefiiggés van a hullamfiiggvényben korabban zavarterjedési sebességként
bevezetett v sebesség €s a v, fazissebesseg kozott. Ehhez felhasznaljuk azt, hogy

adott ¢ fazisu hely adott 7 id6pillanatban olyan x koordinatdju helyen van, amelyre
o=a(t—>)+a=allandé.
v

Az Osszetartozd x-t értékparokra ebbdl azt kapjuk, hogy

X = vt_—v(g/)—a) .
@
Eszerint a pozitiv x-irdnyban haladé harmonikus sikhulldmban az azonos fazist helyek
sebessége
v, =  _ v
S dt

A negativ x-iranyban halado sikhullamra természetesen azt kapjuk, hogy v, =-v.

A fazissebesség tehat azonos a kordbban "zavarterjedési sebesség"-ként bevezetett
mennyiséggel.
A tovabbiakban a fazissebességet index nélkiili ,,v"’-vel jeldljiik.

sk sk sk ok ok sk sk sk sk skoskokoskokok sk ok sk ok ok ok sk sk sk s skoskoskokok st sk s sk ok sk sk sk ke sk skoskoskokok

Megjegyezziik, hogy egy nem harmonikus zavar (pl. egy rovid pulzus) terjedésénél a fazissebesség
egyes esetekben megegyezik a zavar terjedési sebességével (pl. rugalmas kotélen vagy rugalmas radban
terjedd hullamoknal), mas esetekben viszont a nem harmonikus zavar terjedési sebessége és a
fazissebesség nem azonos (ez a helyzet a viz felszinén keltett vizhullamoknal és egy kozegben terjedd

elektromagneses hullamnal). Ezzel a kérdéssel késobb foglalkozunk.
sfe sk sk sk sk sk skeoskeoskoskoskoskosk sk ok sk sk sk ske sk sk sk sk sk skeoskoskoskok ok st sk sfe sk ske sk sk sk sk skeoskeoskoskoskok

A hullamhossz és a hullamszam
A harmonikus hulldm kialakuldsat szemléltetd dbran A-val jeloltiik azt a tavolsagot,
amelyre a zavar a T rezgésido alatt eljut. Ezt a tdvolsagot hullamhossznak nevezik.
hulldmhossz egy tetszdleges ¢ idOpillanatban azonos fazisban 1€v0, szomszédos pontok
tavolsaga (vagyis a hulldm helyfiiggését megadd harmonikus fiiggvény egy teljes
periodusanak hossza, amint az a fenti abran lathatd). Ezt a tavolsagot annak
felhasznalasaval kaphatjuk meg, hogy az azonos fazisban 1évé helyeken a
hullamfliggvény értéke azonos:

wix,t)=wy(x+A,).
Ez a harmonikus sikhulldmban a koszinusz (vagy szinusz) fiiggvény argumentumara
vonatkozoan azt jelenti, hogy

a)(t—x+/1)+a—a)(t—£)—a=27z.
v v
Ebbdl — a korabbi definicioval 6sszhangban — azt kapjuk, hogy
A= 2 _ vT .
@

A hulldmhosszal 6sszefliggd, gyakran hasznalt mennyiség a hullamszam (k), aminek
definicidja:
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Pl
A v

Ezzel a harmonikus sikhullam egyenlete atirhato az aldbbi alakba:
w(x,t)=Acos(ot—kx+a).

sk sk sfe ok ok ok sk sk sk soskoskoskok ok st sk sk s ok ok ok sk sk sk sk skoskockok 2k ok sk ok ok ok sk sk sk sk skoskoskokok

Ugyanez a hullamfiiggvény komplex alakban: (/( x,t ) = Ae't

sk sk s sfe ok sk sk ke sk skeoskok skok 3k s sk s sk sk sk ok sosk ke skok skosk sk o s sfe e s ok e sk seoskok skok

a)t—loc+a)

Sikhullam térbeli terjedésének leirasa
Ha egy sikhullam az x-tengely mentén terjed, akkor leirasara a
w(x.t)= f(z ¥ f]
hullamfiiggvényt hasznéalhatjuk. Specialisan harmonikus sikhulldm esetén a hullamfliggvény:
w(x,t)= Acos(w(t$§)+ aj = Acos(a)tilcx + a)

Ez a koordinata-valasztas azonban nem mindig lehetséges,

ezért most megvizsgaljuk, hogy milyen hullamfliggvényt hullamfront
hasznilhatunk, ha a sikhullim nem valamelyik yt  (azonos fazisi
helyek sikja)

koordinatatengely mentén terjed.
Az 4bran feltlintettiik az azonos fazisban 1évd helyek

sikjait. A hulldm ezekre merdlegesen terjed, terjedési r Sr o riedési
iranyat az U egységvektor mutatja. - irény

Egy tetszbleges r helyvektort pontban, a ¢ idopillanatban a
hullamfiiggvényt ugy kaphatjuk meg, hogy kiszdmitjuk a / 4/()' X

t=0 1déponthoz tartoz6 illetve az r helyvektoru ponton
atmend (a ¢ iddpillanathoz tartozo) két azonos fazisu sik
kozotti tavolsagot, amelyet az abran d-vel jeloltink. A

hulldmfliggvény argumentumaba ugyanis most a ¢+ d mennyiség kertil.
v

Az r helyvektortdl fliggd — az eldjelet is tartalmazo — d tdvolsag az abra jeloléseivel:
d(r)=ru,
ezért a hullamfiiggvény az r helyvektora pontban
d(r ru
w(re)=y(d(r))= f[t —%} = f(r —7j
Harmonikus sikhullamnal:

l//(r,t):Acos(w(t—r—u)+aj
\%

vagy
w(r,t)=Acos(at—kur+a)

Vezessiik be a k =ku hullamszam-vektort, amely a terjedési iranyt mutatja, és nagysaga
k =2—7[. Ezzel a koordinatarendszerhez képest tetszdleges irdnyban haladé harmonikus
hullam hulldmfiiggvénye:

w(r,t)=Acos(at—Kr+a).
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Altalanos irdnyu terjedésnél kr = kx+k,y+k.z.
Olyan gombhulldmoknal (vagy kétdimenzids esetben korhullamoknal), amelyeknek forrasa az
origoban van, érvényes, hogy rfu, ezért d(r)=ru=r. A gdmbhullimoknal
(korhullamoknal) tehat a hullamfiiggvény

A

w(r.t)="Lcos(ot —kr+a).

r
Ilyenkor az azonos fazisu helyek az ru=dllando, vagyis az r=dllando Osszefiiggéssel
megadott gombfeliileten (sikbeli terjedésnél koron) helyezkednek el.

sfe st siesfe st sk she sfeske s skeske sk sk s sfe st sk sfe stk sk sfeskese sheskoske sk sfe st sie sfe st sk sfe sfeske sk skeske sk sk
A sik- és gobmbhullam fenti hullimfiiggvényei komplex formaban a
~ i (ct—k
l//(x,t) — Ael( r+a)

illetve
(nt) = gl
r

alakot oltik.
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Nem harmonikus hullam terjedése, a csoportsebesség

Nem harmonikus hullam terjedése esetén a terjedési sebesség fogalmat pontositanunk kell.
Ennek az az oka, hogy egy ilyen hullam kiilonboz6
frekvencidji harmonikus hullamok szuperpozicidjanak
tekinthetd, vagyis benne kiilonbozd frekvencidji harmonikus
hullamok terjednek. Az ilyen hullamok tipikus példaja az
abran lathat6 rovid hulldmvonulat, amelyet — éppen Osszetett
volta miatt — hulldimcsoportnak vagy hullamcsomagnak
neveznek.

A terjedési sebességgel kapcsolatban akkor 1ép fel probléma,
ha — mint az gyakran el6fordul — a harmonikus hullam v fazissebessége fiigg a frekvenciatol,
v=v(w), igy a hullaimcsomagot alkotd, kiillonbozd frekvencidju harmonikus hulldmok

fazissebessége eltérd. Ez a jelenség a hullamok diszperzidja.

Diszperzi6 esetén az 6sszetevd harmonikus hulldmok a haladés kdzben egymashoz képest
eltolodnak, emiatt az Osszegiik, és igy altaldban a hullimcsomag alakjat meghatarozo
burkologdrbe (az abran szaggatott vonallal jeldlve) alakja is valtozik. A csomag sebességét
ilyenkor a burkologérbe maximuménak (az dbran fekete pont) mozgasi sebességével, a
csoportsebességgel (v, ) adhatjuk meg.

A csoportsebesség elméleti meghatarozasa altalaban nem egyszerli feladat, de egy nagyon
leegyszerusitett esetben a szdmolds konnyen elvégezhetd, és altalanosabban is érvényes
eredményt kapunk.
Vizsgaljuk meg annak a hullamcsomagnak a mozgésat, amely két kozel azonos frekvenciaju,
harmonikus sikhulldm Osszeaddsanak eredményeként jon létre. Az egyszeriiség kedvéért
tegyiik fel, hogy az x-tengely mentén halado két hullam amplitido6ja azonos, és nincs koztik
faziseltolodas. Ekkor az 6sszeadando6 hullamok a

w,(x,t)= Acos(wt —kx)

w,(t)= Acos(a)’t—k’x),
alakban irhatok fel. Itt @'=w+ Aw, kK'=k+ 4k, és Aw << @, Ak << k . Az eredd hullamot a
szuperpozicio elve alapjan kaphatjuk meg:

wixt)=y,(xt)+y,(t)= Acos(a)t—kx)+Acos(a)'t—k’x).

Az eredd hulldm egyszerlibb alakba irhato, ha alkalmazzuk a rezgések Osszetevésénél mar
alkalmazott

a,—-a, a,+a,
cosa, +cosa, =2cos cos
2 2

trigonometriai 0sszefiiggést. Ennek segitségével az alabbi eredményt kapjuk
(0'-w)t —(k'-k )x cos (0'+w )t —(k'+k )x
2 2 '
A korfrekvenciakra és hullamszamokra vonatkozo fenti feltevésiink szerint o+ @'~ 2w,
k+k'= 2k , igy azt kapjuk, hogy

w(x,t)=24 COS(ATQ)Z - %kxj cos(a)t - kx)

w(x,t)=2Acos

Ez a kifejezés gy is felfoghato, mint egy w korfrekvencidju, k& hullamszamu,

1)
v=—

k
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fazissebességli hullam, amelynek az amplituddja az
A(x,t)= ZACOS(A—a)t — A—kxj
2 2
fliggvény szerint valtozik. Az ilyen, valtozd amplitidoji hullamot modulalt hullamnak
nevezik.
Az amplitadofiiggvény azonban maga is egy hullamfiiggvény, amely
Ao
e Tk
sebességgel terjedd hulldmnak felel meg.
A hullamrél késziilt sematikus ,pillanatfelvéte]” az aldbbi 4bran l4that6. Az
amplitudovaltozast megado burkologorbe (az amplitidohullam) egy hulldimcsomag, amelyhez

a fenti v, csoportsebesség tartozik. Az eredd hullam egy meghatérozott fazisban 1év6 helye

(az abran az egyik maximalis amplitidddju hely) diszperzio esetén a csoportsebességtol eltérd
v sebességgel halad.

A fentihez hasonld hullam egy peridodusardl kiilonbozé iddpillanatokban készitett
pillanatfelvételek sematikus képét latjuk a kovetkezd I
abran. A szaggatottan  berajzolt  burkologorbe
maximumanak helyét fekete pont-, az eredé hulldm egy
kiszemelt maximumanak mindenkori helyét pedig nyil
jeloli. Ebben az esetben a fazissebesség nagyobb, mint a
csoportsebesség: az  eredd  hullam  kiszemelt
maximumbhelye (nyil) lehagyja a csomag maximumhelyét
(pont). Ez egyben azt is mutatja, hogy az eredé hullam a
burkologorbe belsejében mozog.

A fenti szdmolds eredménye sok harmonikus Osszetevd
esetén is érvényes marad, ha az sszetevok frekvencigja
egy szlk intervallumba esik:

do
v, =—o0.
dk
Mivel w=kv, és diszperzio esetén a fazissebesség fiigg a korfrekvenciatol illetve a
hullamszamtol (v=v(k)), a csoportsebesség és a fazissebesség Osszefliggésére azt kapjuk,

hogy

v, =v+kﬂ.
dk

Az Osszefliggést érdemes a hulldmszadm helyett a szemléletesebb hulldmhosszal kifejezni.
Mivel k=27 & dk =— 27— di, végill a
A A
dv

v, =v—-A—

dA
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Osszefiiggést kapjuk.
Az Osszefliggésbdl latszik, hogy ha 3—;>0, akkor a csoportsebesség kisebb a

. . L1 g ., dv ) )
fazissebességnél (ez a normalis diszperzio), a E<O esetben pedig a csoportsebesség

nagyobb, mint a fazissebesség (ez az anomalis diszperzio).

Ha Z—; =0, azaz nincs diszperzio, akkor azt kapjuk, hogy v, =v, tehat a csoportsebesség

megegyezik a minden hulldmhosszra azonos fazissebességgel.

A diszperzi6 megfigyelhetd vizhulldmok esetén ¢és valamilyen kozegben terjedd
elektromégneses hullamoknal. Utobbi eset igen fontos szerepet jatszik pl. az optikéban.
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Hullamok polarizacioja

Ha a hullamban terjedd zavarnak iranya van (pl. egy kitérés), akkor a hulldm Ilehet
longitudinalis vagy transzverzalis, att6l fliggden, hogy a zavar iranya parhuzamos a terjedési
irannyal vagy arra merdleges.

Longitudinélis hullamban egyetlen Kkitiintetett irdny van, a zavar- és a zavarterjedés kozos
iranya, a transzverzalis hullaimban viszont a zavar- és a zavarterjedés irdnya szétvalik
(,,polarizalodik™), ezért két kitiintetett irany van.

Ha a hullamforrasban a transzverzalis zavar irdnya id6ben alland6, akkor homogén, izotrop
terjedés esetén a zavar iranya a hullamban sem valtozik meg. Ez azt jelenti, hogy a hulldm
terjedési irdnya €s a zavar iranya minden pillanatban és minden helyen ugyanabban a sikban
van.

KISERLET:
Ilyen hulldmot kapunk példaul, ha egy rugalmas kotél ¥
egyik végét mindig ugyanazon egyenes mentén Y,

mozgatjuk. Az abrdn az igy kapott hullam pillanatképét (a
t; 1iddpillanatban) derékszogli koordinatarendszerben
mutatjuk be: a hullam az x-tengely mentén mozog, a
kitérés mindeniitt y-iranyq, a két kitlintetett irany és igy a
zavar térbeli eloszlasat megado gorbe is az xy-sikban van.
Az ilyen hulldmot sikban poldros vagy linedarisan poldros
hullamnak-, a két kitiintetett irany altal megadott sikot pedig
a hullam rezgési sikjanak nevezik.

A hullam keltésénél azonban nem mindig teljesiil a fenti
feltétel, a hulldmforrdsban a transzverzélis zavar irdnya
valtozhat, és ennek megfeleléen valtozik a hullam rezgési
sikjanak helyzete is. A zavar irdnyanak valtozasa lehet
véletlenszerti, de kovethet valamilyen szabalyszertiséget is.
Szabalyszerli valtozasrol beszélhetiink példaul akkor, ha a
rugalmas kotél végét egy kor mentén mozgatjuk (dbra). Ekkor a kotél tobbi pontja is
kormozgast végez, a forrastdl mért tavolsagnak megfeleld faziskéséssel. Az ilyen hulldmot
cirkularisan polaros hullamnak nevezik.

Az é4bran lathato cirkularisan polaros hulldm forrdsaban a zavart jellemzd vektor allandd
szogsebességgel korbeforog. Ez a forgd vektor minden pillanatban felbonthatd egy-egy
valtozo hosszasagu y- és z-iranyu vektorra, ezért a cirkuldrisan polaros hullam felbonthato két
egymdasra merdleges rezgési sik, azonos amplituddju, linearisan polaros hullamra. Az
Osszetevo hullamok amplitudoja ekkor az emlitett kor sugaraval egyenld.

Ha a forrasban a zavart jellemzd vektor végpontja egy ellipszis mentén mozog, akkor a
keletkezd hullamot elliptikusan poldaros hullamnak nevezik. Ez a hulldm mindig felbonthaté
két egymasra merdleges rezgési siku, kiilonb6zé amplitadojua, linedrisan polaros hullamra. Az
Osszetevd hullamok amplitidoja ekkor az ellipszis két féltengelyének hosszaval egyenld. A
cirkularisan polaros hullam tulajdonképpen az elliptikusan polaros hulldm specialis esete (a
kor olyan ellipszis, amelynek két féltengelye azonos hosszusagu).

A szabalytalanul valtoz6 rezgési sikl transzverzalis hullamoktél valé megkiilonboztetés
érdekében a linedrisan-, cirkularisan- vagy elliptikusan polaros hulldmokat 6sszefoglalo
néven polaros hullamoknak nevezik.

z
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Nem linearisan poléros, transzverzalis hullambol megfeleld modszerrel kivalaszthaté a
hullamnak egy tetszéleges sikt linearisan polaros Osszetevdje. Ez jol szemléltethetd egy
rugalmas kotélen 1étrehozott transzverzalis hullam esetében.

KISERLET:

Rugalmas kotél végét korbeforgatva, létrehozunk egy nagyjabol cirkularisan polaros
hullamot (a) é4bra), majd a kotél kozéppontja kozelében a kotelet egy Osszecsukhatd
fakerettel vessziik koriil. Ezaltal a hullam egy keskeny, fiiggdleges irdnyu résen kénytelen
athaladni. A rés csak a hullam fiiggdleges Osszetevdjét engedi at, igy tehat egy linedrisan
polaros hullamot kapunk .

Ha a rést fliggbleges tengely koriil elforgatjuk, akkor mindig az 0j irannyal parhuzamos
rezgési sikll linedrisan polaros hulldm jon 1étre, vagyis ezzel a modszerrel a nem polaros
hulldmbol tetszdleges rezgési siku linearisan polaros hullamot ki tudunk valasztani.

Az ilyen eszkozoket, amelyekkel
nem lineérisan polaros hullambol
linedrisan  polaros  hullamot
allithatunk el6, polarizatoroknak-
, azt a rezgési sikot pedig,
amelyet a polarizator atenged, a
polarizator  rezgési  sikjanak
nevezik. Polarizatorként  a
kiilonb6z6 hullamterjedési
mechanizmusoknal mas €s mas
eszkozoket alkalmaznak. Rugalmas kotélhullaimok esetén a kisérletben haszndlt rést
hasznalhatjuk, az elektromagneses hullamoknal hasznalt eszk6zokrdl késobb lesz szo.

a)

b)

KISERLET:

Ha az el6z0 kisérletben alkalmazott polarizator mellett egy masik polarizatort is
alkalmazunk, akkor a két polarizator utdn megjelend hullam jellege attol fiigg, hogy a két
polarizator rezgési sikja egymassal milyen szdget zar be.

Ha a masodik polarizator rezgési sikja parhuzamos az elsdével, akkor a linedrisan polaros
hullam valtozatlanul halad at a masodik polarizatoron is (b) abra).

Ha most a masodik polarizatort vizszintes tengely koriil elkezdjiik korbeforgatni, akkor a
masodik polariztor utdn megjelend linearisan poldros hullam rezgési sikja a polarizatorral
egylitt elfordul, és amplitidoja fokozatosan csdkken.

Ha a két polarizator rezgési sikja egymasra merdleges, akkor a masodik polarizator utan
nincs hullam (c¢) abra), vagyis a linearisan polaros hullamot a rezgési sikjara merdleges
polarizator kioltja.

2. polarizator

Mivel a kisérlet tantisaga szerint a polarizator kioltja a ra rezgési sikja
merdleges rezgési siku linearisan polaros hullamot, a Aj \
polarizadtor  forgatdsakor bekdvetkezd amplitado- és 1.
intenzitascsokkenés a kdvetkezOképpen is felfoghato. A

; ) A=A coSa

A hulldm az els6é polarizator altal meghatarozott rezgési o
ikkal érkezik a masodik polarizatorhoz, amelynek rezgési \beeso’ linedrisan
S1 p > y g polaros hullam

sikja o szoget zar be az elsd polarizatorral illetve a beesd rezgési sikja

' A Kkisérletben megjelennek a kotél végérdl visszaverédd hullamok is, amelyek sajatos hullamalakzatot,
allohullamot hozhatnak 1étre. Ez a kdvetkeztetéseinken nem valtoztat. Az allohullamokkal késébb foglalkozunk.



TOTH A.: Hullamok/1 (kib&vitet 6ravazlat) 16 Utolso modositas: 2006.12.20

hullam rezgési sikjaval. Ha a beesd linearisan polaros hullamot (az abran A4,) felbontjuk a
masodik polarizatorral parhuzamos (A4, )- és arra merdleges rezgési siku (A4, ) linearisan
poléaros hullamokra, akkor a masodik polarizator a merdleges Osszetevit kioltja, és az eredeti
amplitidonak csak a masodik polarizator sikjaval parhuzamos dsszetevdje halad tovabb.
Az atmend hullam amplitidojanak a két polarizator egymassal bezart szogétdl valo fliggését
az

A=A, =A,cosa
Osszefliggés adja meg.
Mivel a hulldm intenzitasa aranyos az amplitidé négyzetével, a masodik polarizatorra esé I
intenzitasbol az atjutott / intenzitas az

I=1,cos’ a

Osszefliggésbol kaphaté meg. Ebbdl visszakapjuk a tapasztalatbdl mar ismert eredményt: ha a
két polarizator egymasra merdleges, vagyis aZE, akkor 4=1=0, tehat nincs atmend

hullam.

Mivel a kisérletben alkalmazott masodik polarizator segitségével a beérkezd hulldm rezgési
sikjat meg lehet taldlni, a fenti elrendezésben a masodik polarizatort analizatornak is nevezik.
Ha a polarizator és az analizator rezgési sikja egymadasra merdleges, akkor keresztezett
polarizatorokrol beszéliink. Ezzel a kifejezéssel ¢élve, azt mondhatjuk, hogy a keresztezett
polarizatorok a transzverzalis hullamot kioltjak, ezért alkalmazasukkal eldonthetd, hogy egy
hullam transzverzalis vagy nem.

Mint lattuk, a polarizator-analizator par az analizator forgatdsaval alkalmas arra, hogy az
atmend hullam intenzitdsat szabalyozni tudjuk. Ennek kiilléndsen az optikdban van nagy
jelentdsége.
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Energiaterjedés rugalmas hullamban

Egy hullam 1étrehozasahoz munkat kell befektetni (rugalmas kozeg deformalasa). Az, hogy a
hullam a forrastol tadvol ugyanolyan rugalmas alakvaltozast hozzon létre, mint ami a forrasban
1étrejott, csak ugy lehetséges, hogy a hullam energidt visz magéval, és a sziikséges munkat ez
az energia fedezi.

Az energiaterjedés altalanos leirasa

A hullam 4ltal széllitott energidt az energiadrammal jellemezhetjiik. Ha egy feliileten a
hullammal At 1d6 alatt AE energia halad at akkor az energiadram:
_AE
At
A hullam éaltal szallitott energiat — a fenti altalanos Osszefliggés helyett — jo lenne a hulldm ¢és
a kozeg jellemzé mennyiségeivel kifejezni. Ehhez eldszor a hulldimban az energia térfogati
striiségét kell meghataroznunk. Ha ugyanis a w energiastriséget és a hullam v terjedési
sebességét ismerjlk, akkor az energiadramot az aldbbi egyszerii
megfontolassal kaphatjuk meg. vAt
Az abréan lathato, a hullam terjedésére merdleges S feliileten, a
feliiletre merdlegesen At 1d6 alatt az az energia megy at a v,
hulldimmal, ami benne van a vAf magassagu, S alapteriileti S
hasabban, vagyis a AV =SvAt térfogatban. Mivel az energia
térfogati slirlisége w, az athaladt energia:
AE =wAV =wSv At .

A @ energiaaram ezzel
D= AE =wvS.
At
Ennek alapjan az energia-dramsiiriiség (amit a hullamtanban éltaldban /-vel jel6lnek)

I=—=wv,

amit a hullam intenzitasanak neveznek.
Ez az Osszefiiggés altalaban is igaz, tehat egy hullamban terjedé energia dramsiirisége ugy
kaphaté meg, hogy a térfogati energiastirliséget megszorozzuk a terjedési sebességgel.
Mivel az aramslriiség és a terjedési sebesség irdnya azonos, az aramslriiség (intenzitas)
vektori formédban az alabbi médon adhatd meg:
[=wv.

Ha egy olyan felilleten atmend energiadramot akarunk kiszamitani, amely a terjedési
sebességre nem merdleges, akkor egy elemi AS felilleten 4tmend
energiadram AS

AD =4S,
ahol A4S a feliiletvektor. Véges S feliileten 4&tmend energiadram ebbdl
integralassal (a feliiletelemekre torténd 6sszegzéssel) kaphatd meg:

@, = [jds.
N

AS

Ahhoz, hogy egy konkrét hullam intenzitasat kiszamitsuk, meg kell hataroznunk a hullamban
az energiastiriiséget.
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Rugalmas hullam energiaja, a hullam intenzitasa

Az energiaviszonyokat egy rugalmas rudban vizsgaljuk, amelyben egydimenzios,
longitudinalis hulldm terjed. A hulldm altal szallitott

energia kiszadmitdsara az intenzitdsra kapott [ =wv Ax

Osszefliggést alkalmazzuk. Ehhez meg kell hataroznunk a A4S

hullamban az energia atlagos stirliségét. T ,

A vizsgalt rad keresztmetszete S, a rad anyaganak energia .
stirlisége p, rugalmassagi modulusa E. X

Az energia kiszdmitasahoz a rad egy elemi AV = AxAS
térfogatat (dbra) vélasztjuk ki. A térfogatelem mechanikai energidja a mozgasi ¢és helyzeti
energia Osszege, ezért eldszor ezeket az energidkat irjuk fel:

2 2
AE, =L Amy’ =§pr4\5(%"’) =§p(%"’j AV,

2
AE, :gEgZAxﬁsng(ﬂ—‘/’j AV
ax

Felhasznalva a longitudinalis rugalmas hullam terjedési sebességére vonatkozé

v=|E 5 E=pv

yo,
Osszefliggést, a helyzeti energidra azt kapjuk, hogy

oy ?
AE, =L pv’| == | 4r.
h ZPV (d{fj
Ezzel az §sszenergia

2 2
AE = AE, + AE, =7pAVK%//j +v2(ﬂ—"’j }

125
2 2
w=——=1p (é’—WJ +v2(é’—‘/jj }
AV a 124
Ebbol a kifejezésbdl konkrét végeredményt csak akkor kapunk, ha ismerjik a
hullamfiiggvényt.
Példaként szamitsuk ki az energiasiirliséget a
w(x,t)=Acos(wt—kx+a)
harmonikus hulldm esetén. Ha ezt a hullamfiiggvényt behelyettesitjiik az altalanos
Osszefiiggésbe, akkor az energiastirliségre azt kapjuk, hogy
w(x,t)=4plod? sin’ (ot —kx +a) +v kA% sin’ (ot —kx +a) ).
Felhasznalva az @ =kv 0sszefiiggést, az energiasiirliség az egyszerlibb
w(x,t)=pA e’ sin’ (ot —kx+a)
alakba irhato. Eszerint az energiasiiriség adott helyen idében periodikusan véltozik, adott
id6pillanatban pedig a helynek periodikus fiiggvénye.
Az 1idében valtoz6é energiastirliség helyett a gyakorlatban jobban hasznéalhato az
energiasiiriség idobeli atlaga. A hulldmban adott x helyen 1étrejott energiasiirliség iddbeli
atlaga:

Az energia térfogati stirisége:
AE
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]T Ji 2 2
W—?;[w(x,t)dt—ij .

Ismerve az energia atlagos térfogati stirliségét, mind az atlagos energiadramot, mind pedig az
atlagos intenzitast ki tudjuk szamitani:

@ =wvS =L pA’w’vS
I=LpA’&’y.
Az atlagos energia-aramsiirtiség vektor ennek alapjan
l=wv=1pd’&’v.

Az intenzitas- és az amplitudo térbeli valtozasa egyszeri esetekben

Az energia-aramsiiriiség €s ezzel egyiitt a hulldm amplitidoja valtozhat geometriai okokbdl és
a kozegben torténd energiaveszteségek (elnyelés) miatt.

Amplitaddécsokkenés gémbhulldmban

Korabban mar volt sz6 arrél, hogy egy pontforrasbol kiinduld hulldm esetén mindig
fellép egy geometriai jellegli intenzitasvaltozas, aminek az az oka, hogy ugyanaz az
energiaaram a terjedés soran egyre nagyobb feliileten oszlik el. Mivel az intenzitas
aranyos az amplitidd négyzetével, a forrastél tavolodva az amplitidonak is
csokkennie kell.

A gombhulldmra elvégzett szdmolas eredménye az volt, hogy homogén, izotrop
kozegben az amplituidonak a forrdstol mért r tavolsaggal forditott ardnyban kell
valtoznia:

A(r)océ.

Ugyanilyen szamolds eredményeként azt kapjuk, hogy egy pontforrasbdl kiindulo
feliileti korhulldmban (pl. vizhullam) az amplitadé helyfliggése

1
o ——
A(r) N
jellegti.
Ezek a végeredmények csak akkor érvényesek, ha a hulldm terjedése sordn nem
1épnek fel olyan energiaelnyeld (disszipativ) folyamatok, amelyek a hullamban terjedd
Osszenergiat csokkentik.

Amplitaddcsdkkenés energiaelnyelés miatt
Az aramsiirliség valtozasdnak masik lehetséges oka, hogy a kozeg a hullam
energiajanak egy részét elnyeli. Ilyenkor maga az energiaaram, és vele egylitt az
intenzitds is valtozik. Ha az energiaveszteség nem tail nagy, akkor egy x-irdnyban
terjedd sikhulldmban dx hossziusdgu szakaszon vald athaladas kozben az intenzitds
valtozésa aranyos a szakasz hosszéaval €s az eredeti intenzitassal:

dl =I(x+dx)—1(x)=—pddx .
Ebbdl azt kapjuk, hogy

I(x) =1, exp(~ux)
(Itt 1 a kozegtol fiiggd allando, a csillapitasi tényezd, Iy az intenzitds az x = (0 helyen).
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Mivel az intenzitds aranyos az amplitido négyzetével, ez azt jelenti, hogy a hullam
amplitudodja az elnyelés kovetkeztében szintén exponencialisan csdkken:

A(x) =4, exp(—%x) = A, exp(—px).
(Itt bevezettiik a f =w/2 jelolést.)



TOTH A.: Hullamok/2 (kibévitet dravazlat) 21

Hullamok visszaver6dése és torése

A hullamterjedés vizsgalatanal eddig azt tételeztiik fel, hogy a hulldm homogén kozegben,
allando sebességgel terjed. Ha a hullam egy kozeg hatarahoz ér, akkor a tapasztalat szerint
onnan részben visszaverddik, részben pedig behatol a szomszédos kozegbe, és terjedésében
mindkét esetben valtozasok allhatnak be.

Visszaverddésnél példaul megvaltozhat a hullam fazisa, 0j kozegbe torténd behatolasnal pedig
altalaban megvaltozik a hullam terjedési sebessége, és ezzel egyiitt a hulldmhossza,
elektromagneses hulldimoknal mindkét esetben megvaltozhat a hulldm polarizécios allapota is.
A visszaverddés ¢€s torés soran a kiillonbozo tipust (rugalmas, elektromagneses) hullamok
kiilonbozoképpen viselkednek, de vannak olyan jelenségek, amelyek mindenféle hullam
esetén fellépnek. Itt elsésorban ezekkel a kozds jelenségekkel foglalkozunk, az egyes
hullamfajtadkra jellemzd specidlis problémakat a megfeleld helyen targyaljuk.

A visszaverddés ¢és torés alapjelenségeinek bemutatdsdra — szemléletességlik miatt —
elsésorban kifeszitett, rugalmas kotélen-, illetve vizfeliileten terjedé rugalmas hulldmokat

hasznalunk.

Eldszor végezziink el két kisérletet rugalmas kotélen terjedd hullamokkal.

KISERLETEK:

— Rugalmas kotél egyik végét rogzitsiik a falhoz, gy hogy ne tudjon elmozdulni, feszitsiik
ki, és a masik végérdl inditsunk el egy pulzust (baloldali 4dbra). J6I megfigyelhetd, hogy
amikor a pulzus a kotél €s a fal hatarahoz érkezik, onnan visszaverddik, de a kitérés iranya
ellenkezdre valtozik. Ez azt jelenti, hogy a rdgzitett végrdl torténd visszaverddésnél a
hullam fazisaban 7 nagysagu ugras kovetkezik be.

— Mboddositsuk a kotél végének rogzitését ugy, hogy szabadon elmozdulhasson. Ezt — amint a
jobboldali 4bran is latszik — a fal és a rugalmas kotél kéz¢ beiktatott vékony, rugalmatlan
zsinodrral érhetjiik el. Most a kétféle kotél hatarardl torténd visszaverddés kdzben a zavar
iranya nem valtozik meg, a szabad végrol torténd visszaverddésnél nincs fazisugras.

N
N N
N —
» \
\
V—> -
-
-
N
-— . N
N \V
N\ - D

A rogzitett végen bekovetkezd fazisugras oka az, hogy a falhoz érkezd zavarnak a falnal el
kell tlinnie, és ez csak ugy lehetséges, hogy a falnal elindul6 ellentétes kitérés kompenzalja az
eredeti kitérést.

Visszaverddésnél nem csak rugalmas hullamoknal Iéphet fel fazisugrds. A jelenség a
elektromégneses hullamok esetén is megfigyelheto.
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Kétdimenzios terjedésnél bekovetkezo torési €s visszaverddési jelenségek jol demonstralhatok
vizhullamokkal.

KISERLET:

Vizfeliiletet egy egyenes palcaval periodikusan iitdgetve, egyenes
hullamot hozunk létre, és a hullam utjaba ferdén elhelyeziink egy
egyenes akadalyt, amelyen a hulldm nem tud &thatolni (dbra). A
hullam az akadalyrdl jol lathatoan visszaverddik, mégpedig ugy,
hogy az é&bran bejelolt «, beesési szo6g megegyezik az «,

visszaverodési szoggel (az U, vektor az akadalyra merdleges

iranyt, a beesési merdlegest jeloli).

Ha az el6z6 kisérletnél a hullam ttjaba a terjedésére merdleges akadalyt helyeziink el, a
hullam akkor is visszaverddik. Ennek tiszta szemléltetése azonban vizhullamokkal nehéz,
mert a visszaverddo hullamok Osszetalalkoznak a bees6 hullamokkal, és kolcsonhatasuk miatt
a kialakult kép bonyolulttd valik (a hullamok taldlkozasanal fellépd jelenségekkel késObb
foglalkozunk). A problémat ugy lehet kikiiszobolni, hogy csak egyetlen rovid pulzus
terjedését vizsgaljuk.

Vizhullamokkal modellezhetd az az eset is, amikor a hullam egyik kdzegbdl a masikba megy
at. Ezt az teszi lehetdvé, hogy a vizhullamok terjedési sebessége fligg a viz mélységétdl. Ha a
hulldmkad egyik részének aljara iiveglapot tesziink, és ezzel a vizmélységet lecsokkentjiik,
akkor ez a rész a hullamok szamara mas terjedési sebességet, tehat egy ,,masik kozeget”
jelent.

A tapasztalat szerint a sekélyebb vizben a sebesség-, és ennek megfeleléen a hullimhossz is
kisebb (a rezgésido a kozegtdl nem fiigg, igy a 4 = vT Osszefiiggés szerint a terjedési sebesség
¢s a hulldmhossz egymassal aranyos).

KISERLET: P g

Hullamkad egyik felében (az abran a jobboldali rész) a| ++ | +3

vizmélységet lecsokkentjiik, igy két kiilonbozé kozeget hozunk f ﬁ”

létre, amelyeket egyenes hatarvonal valaszt el. A kozeghatarra -

merdlegesen beesd egyenes hullam irdnya a hatdrvonalon vald I I |

athaladasnal nem valtozik meg, de a hullimhossz lecskken. v, voay
2 1

KIiSERLET:

Az eldz6 kisérletet végezziik el ugy, hogy a hullam terjedési
iranya nem merdleges a kdzeghatarra (dbra). Az 1) kozegbe
valéo belépésnél most is megvaltozik a hullamhossz, de
emellett az azonos fazisu helyeket megadd egyenesek
helyzete is modosul (és ennek megfeleléen az erre
merdleges terjedési irdny is mas lesz). A vizsgalt esetben az
a, torési szog kisebb, mint az «, beesési szog.
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KISERLET: L
Ha a hullamkad aljaba egy domboru lencse alakt liveglapot / N
tesziink (4bra), akkor az igy Ilétrehozott ,lencse” a rédesd
sikhullamot egy pontban (a fokuszpontban) gytijti 6ssze. Ez a

kisérlet 1ényegében az optikdbdl ismert gyiijtélencse vizhullam- \
modellje.

Nehezebben valosithatdé meg az a kisérlet, amivel az optikdbdl ismert gombtiikor
modellezhetd, mert a hengeres akadalyrdl visszaverddé hullamok Osszetalalkoznak a beérkezé
hullamokkal, és ez a képet bonyolultta teszi. Itt is segit, ha csak egyetlen pulzust vizsgalunk.

A Huygens-elv, a torés és visszaverddés értelmezése

A visszaverddésnél és torésnél bekovetkezd jelenségek megmagyardzhatok egy egyszerii
modell- és a belSle kovetkezd szerkesztés segitségével, amelyet Huygens' dolgozott ki. A
modell alapétletét az a tény adta, hogy egy pontszerli zavar gémbhullam (két dimenzidban
korhullam) alakjaban terjed. Mivel pedig egy hullimfront minden pontjaban ugyanaz a zavar
jon létre, mint a hulldmforrasban, a hulldmfront minden pontja elemi gémbhullamok
forrasaként foghato fel. Ezt a feltevést megerdsiti az alabbi kisérlet.

KISERLET:

Vizfeliilleten 1étrehozott egyenes hullamok utjdba olyan akadalyt
teszlink amelyen egy — a hullamhosszhoz képest — kis rés van, és a
hulldm csak ezen tud athaladni. Az akadaly tloldaldn ekkor a
résbol kiinduld korhulldmot latunk (4bra).

Ez a kisérlet azt mutatja, hogy a hullamfront kellden kicsi
(pontszerll) szakasza valoban elemi gdmbhullamot (a kisérletben
korhullamot) kelt. Fontos megfigyelni, hogy a korhullam csak a hullamterjedés irdnyaban jon
1étre, visszafelé indul6d koérhullamot nem latunk.

A hullamterjedésnek ezen a tapasztalaton alapulé modelljét a Huygens-elv foglalja 0ssze,
amely szerint egy hulldmfront minden pontjabdl elemi gombhulldmok indulnak ki, és a
mindenkori ) hulldmfrontot az elemi gombhullaimok burkolofeliilete adja. A burkolofeliilet
megrajzolasandl a gombfeliileteknek a hulldm eredeti terjedési iranyaba esd részét kell
figyelembe venni.

A mellékelt abran az lathat6, hogy a ¢

iddpillanatban ~ érvényes  hulldmfrontbol P
hogyan lehet az elemi gombhulldmok |
(korhullamok) segitségével megszerkeszteni a r=cAt t

t + At iddpillanatban érvényes hullamfrontot.

Példaként nézziikk meg, hogy a Huygens-elv segitségével hogyan lehet szamszertien leirni a
visszaverddés és torés szabalyszeriiségeit, amelyeket a fenti kisérletekben tapasztaltunk.

A visszaver0dést az alabbi abra a) részén lathatjuk, ahol egy feliiletre, a feliilet normalisaval
ap szoget bezard iranyban egy sikhullam érkezik. Ezt abban a pillanatban dbrazoltuk, amikor
a hullamfront egy pontja (4) éppen eléri a feliiletet. Az dbran Ar id6 mulva (amikor a
hulldmfront B pontja is elérte a feliiletet) megszerkesztettik a visszavert hulldm
hullamfrontjat a Huygens-elv segitségével. A hulldm haladési iranya a visszaverddés utan a

t+At

! Christiaan HUYGENS (1629-1695) holland fizikus.
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feliilet normalisaval «, szdget zar be. 3 \

Az abrarol leolvashatd, hogy a beesd -\/\,& (1)-- v, 3

és visszavert hullam haladasi irdnya \ %@ g ) \ \{/a
szimmetrikus a beesési merdlegesre, il oy ° b

) % 3 }\B a, v, At

vagyis i <y |

A visszaverddés itt targyalt torvényén \
alapul az optikdban hasznalt tiikrok \, -+
miikddése. 2)--v, 1 e
A b) abran az I kozegben a feliiletre a) b)

beesd hullam atmegy a 2 kozegbe, ahol
haladasi irdnyat a feliilet normalisaval bezart ¢, térési szoggel adjuk meg. A két kdzegben a
hullam terjedési sebessége eltérd: v; és v, Az uj hullamfrontot most a 2 kozegben
szerkesztettiik meg. Az é4brabol kideriil, hogy az 0j kozegbe behatolé (a hatarfeliileten
atmend) hullam torésére érvényes a

sina, v

—r=—L=n,

sina, v,
Osszefiiggés. Az igy bevezetett n;; mennyiség a 2 kozegnek az [ kozegre vonatkozo
torésmutatoja. Ezen a torvényen alapul szdmos optikai eszkoz (pl. lencsék, prizma) miikodése.

A visszaverddés ¢és torés torvényeinek megfogalmazasanal hasznos a hullam haladasi iranyat
jellemzd sugarak bevezetése. A sugar az a vonal amely mentén a hullam altal szallitott
energia terjed. Ez izotrop kozegben az azonos fazisti sikokra merdleges vonal, amely
homogén kozegben egyenes, inhomogén kozegben megtort vagy gorbe vonal. Igy példaul
homogén, izotrép kozegben terjedd sikhulldimban a sugarak az azonos fazisi sikokra
merdleges, egymassal parhuzamos egyenesek, gombhulldimban pedig a forrasbol kiinduld
sugariranyi egyenesek. A hulldmnak egy véges feliileten atmend részét sugarnyalabnak
nevezik (ez valoban a sugarak egy

nyalabja). beesési beesési
A visszaver6dés és torés fent megallapitott merdleges merdleges
szabadlya a sugarak segitségével s f

megfogalmazhato6. A visszaverodés h ] N
iy . , bees6\, |, /Visszavert  bees6X
torvénye ebben a megfogalmazasban ugy b

hangzik, hogy egy hatarolo feliiletre beesd sugar  sugar

sugdr @, beesési szoge (a) dabra) 2
megegyezik az «, visszaverddési szoggel,

o
®

, L , , . Y , - megtort
¢€s a beesési sugar a beesési merdlegessel €s "\ sugar
a visszavert sugarral egy sikban van. A
torés torvénye pedig ugy fogalmazhatéd ) b)

a

meg, hogy a hatarfeliiletre beesd sugar o
beesési szoge (b) abra) és a hatarfeliileten atmend sugar o
sina,,

torési szoge kozott a mar targyalt =n,, Osszefliggés

sine,
all fenn, a beesési sugar a beesési merdlegessel és a megtort
sugarral egy sikban van.
Ezek a torvények nagy mértékben megkonnyitik a térésen és
visszaverddésen alapuld optikai eszkozok  (pl. prizmak, |9
tiikrok, lencsék) miikodésének megértését és tervezését.

A W N =
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Ha a kozeg inhomogén, akkor a torésmutatd valtozasa miatt a sugarak irdnya valtozik.
Réteges kozegben az irdnyvaltozds tobbszordsen megtort sugarakat eredményez (ébra),
folytonosan valtozo kozegben a sugarak folyamatosan gorbiilé vonalak.

Visszaverodés és torés leirasa a Fermat-elv segitségével

A visszaverddés €s torés torvénye megkaphat6 az un. Fermat-elv segitségével, amely szerint
két pont kozott egy hulldmban felvett sugdr mindig olyan utvonalon halad, amelyen az egyik
pontbodl a masikba a legrévidebb ido alatt jut el.

Ez matematikailag az 4bra jeldléseivel a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg.

Az A és B pontok kozotti utvonalon kivalasztott ds szakasz befutasahoz sziikséges id6

=5
v

ahol v a hullam terjedési sebessége ezen a szakaszon. Az 4 és B kozotti ut befutasanak ideje
az L1 péalyan 5

B
(1
TAB —-j;;ds

A

(integralni azért kell, mert a sebesség fiigghet a helytdl).
A Fermat-elv szerint a hulldm azon az L Gton halad, amelyre

B

1 :

thy = J—ds = minimum . :‘

WV A

Ez az eddigi problémdkhoz képest Ujszeri feladat: nem egy integralt kell meghatarozni,

hanem egy utvonalat, amelynél az integrdl minimdalis (matematikailag ez egy un.
variacidszamitasi feladat).

sk sk ot sk sk ok st stk o ok sk sk ok sk s o st sk s ok ok ok sk ok stk sk o sk st sk sk o sfeoskok sk sfeok skok ok
Az elv az optikaban a fényut meghatarozasara hasznalhatd, és mas modon szoktdk megfogalmazni. Ha egy
valasztott referencia kozegben a hullam terjedési sebessége Vv, , akkor a vizsgalt kozeg abszolut térésmutatdja
v, 1 _n Cian
n=— igy —=— . Ezzel a futasi idére a
v VoV,

dt = inds
Vo

kifejezést kapjuk. Az itt szerepld nds mennyiséget optikai uthossznak nevezik, és ezzel az A és B pontok
kozotti futasi id6 egy L palyan

B
1
TAB = ndb
Vo "
Mivel v, allandé, a Fermat-elv a
B
L L
T g = J.nds = minimum
4
alakba irhato, vagyis a hullam Ggy halad, hogy az optikai ithossz a lehet6 legkisebb legyen.
3k o e sfe ok sk sk ke sk skoskok sk sk 3k sk sfe ok sk sk seoskosk skoskosk sk sk sk e sfe sk ke ook ke sk sk skok ok

Hullamterjedés homogén kizegben
Az elv alapjan konnyen belathatd, hogy homogén kozegben a hulldm egyenes
vonalban terjed, hiszen ekkor
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Tl
J.— = —Ids = minimum .
v
4 Vi
Ekkor tehat az 4 és B pontokat 6sszekotd vonal hosszanak kell minimalisnak lenni, ez
a vonal pedig a két pontot 6sszekotd egyenes.

Hullamterjedés kiozeghatdaron torténd dthaladdsnal
Koénnyen levezethetd a Huygens-elvvel korabban mar megkapott térési térvény is. Két
kiilonb6z6 kozegben 1évé A és B pontok kozott a hullam haladési ideje az ébra

jeloléseivel az alabbi modon irhato fel Ae
s, S |
Typ =747, =42, i 31
v, v, a a,
Az x-koordinataval kifej ezve ‘ X );(B . X
X i
\/ a’+(x—x,) \/ b? +(x, - A |
Vi 3
A feladat a wvalodi utnak megfelelo x| N | B
koordinata és abbol az «;, beesési- illetve «,
torési szog meghatarozasa.
A Fermat-elv szerint a valodi uton 7 ,; minimalis, vagyis
dt
—AE =),
dx
A differencialas elvégzése utan azt kapjuk, hogy
drp 1 X=X, 1 Xp—Xx _0
dx v, \/a2+(x—xA)2 V2 \/b2+(x3—x)2
Felhasznalva, hogy

sinay, = €s sina, = ,
\/612+(X—XA)2 \/b2+(x3—x)2

végiil valoban az ismert

sina, v,

sina, v,
torési torvényt kapjuk.

Hullamterjedés kozeghatdrrol torténd visszaverddésnél

A visszaverddésre vonatkozod torvény a mellékelt dbra alapjan teljesen hasonlé mdédon
kaphatd meg, ha az «, torési szoget az «,
visszaverddési  szoggel  helyettesitjiik, ¢és
figyelembe vesszilkk, hogy a hullam a
visszaverddés utan is ugyanabban a kozegben
terjed, vagyis v, =v, =v.

Ekkor a

sz'n a4 _,
sina,

Osszefliggeést kapjuk, amibdl kovetkezik, hogy
ab = OCV .
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A visszaverodési és torési torvény levezetése a hullamfiiggvény segitségével

A visszaverddés és torés torvényét mar levezettik a Huygens-elv és a Fermat-elv
segitségével. Most bemutatjuk, hogy hogyan lehet targyalni a kdzeghatarhoz érkez6 hullam
viselkedését a hullamfiiggvény segitségével.

Vegyiik fel a koordindtarendszeriinket ugy, hogy az /
¢és 2 kozeget elvalasztd hatarfeliilet az xz-sikba-, a beesd
hullam k, hullamszam-vektora pedig az xy-sikba essen

(abra). Az xy-sikot beesési siknak nevezik.
A Dbeérkezd hullamot harmonikus sikhullamnak
tételezziik fel, amelynek hullamfiiggvénye

Wy (r.t)=A,cos(awt—K,r). 9
A tapasztalat szerint, ha egy harmonikus sikhullam
megérkezik a két kozeget elvalaszté hatarfeliiletre,
akkor a beesd hullam mellett keletkezik egy visszavert-
és egy ateresztett (megtort) sikhullam is, amelyeknek
hullamfiiggvénye

xY

v, (r,t)=A, cos(at—K,r)
illetve
w,(r,t)=A4 cos(at—K,r).
Itt k, és k, a visszavert- és az atmend hullam hullamszam-vektora.

Mivel a kozeghatar két oldalan terjedé hullamok a feliilleten azonos valtozast okoznak, a
hulldmfiiggvényekre a feliileten fennall, hogy
Wy (T.t)+y, (T,1) =y, (1,1).
Mivel a zavarok a feliilet minden pontjan, minden pillanatban azonosak, a hulldmok fazisa itt
nem kiilonbozhet egymastol, vagyis
ot —Kr, =at—K r=awt—K,r.
Ebbdl kovetkezik, hogy
kr, =k, r=k,r.
Az itt szerepld vektorok komponensei a kovetkezok:
r(x,0,z), mert a hatarfeliileten vagyunk, és ez az xz sikban van,
Ky (ke ky, 0), mert a koordinatarendszer valasztasa miatt az xy sikban van,
K, (k. k,, k, ), mert ennek irdnyat nem tudjuk,
K,(k, .k, k. ), mert ennek irdnyat sem tudjuk.
A fazisok egyenldségébdl két fliggetlen egyenletet kapunk:
kr, =k,r és kr, =Kk,r.
Behelyettesitve a vektorok komponenseit, az alabbi dsszefliggéseket kapjuk
kpx=k,x+k,z
kpx=k.x+k,z,
atrendezés utan pedig
(e~ )5~k 2 =0
(kpe =k )x—k.z=0.
Mivel x és z tetszOleges, ezek az egyenletek csak ugy allhatnak fenn, ha x és z egyiitthatoi
nulldk. Ebbdl egyrészt az kdvetkezik, hogy
k,=k,=0,

vz y4
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tehat a visszavert és atmend hullamok hullamszam-vektorai (k, és K, ) az xy sikban vannak.
Masrészt
Ky = ke
kpe =k
Utobbi két egyenlet a
k, sin$, =k, sin9,
k, sin'$, =k, sin9,
alakba is atirhato.
Mivel a beesd- és a visszavert hulldm is az / kozegben terjed, hullamszdm vektoraik

megegyeznek (k, =k, =—), ezért az els6 egyenlet azt jelenti, hogy sin$, =sin§,, tehat
Vi
megkapjuk a visszaverddés ismert
4, =39,
torvényet.
A masodik egyenletbdl pedig a k, =—, k, =— Osszefiiggések felhasznalasaval a szintén a
Vi Vs
jol ismert torési torvényt kapjuk:
sing, k" v,

sin§, ok Z
Az ismert Osszefiiggések mellett ebbdl a levezetésbdl az is kideriil, hogy ha a hulldm
terjedését a hullamszam-vektorokkal parhuzamos sugarakkal irjuk le, akkor a fenti eredményt
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a beesd, a visszavert és ateresztett sugar is a beesési sikban
van.

s sk ske sk sk sk sk sk sk skeskoskoskosk s sk ske sk sk sk skoske sk skeoskeskeoskoskosk st sk ste sk ske sk sk skoskoskosk sk skoskok

Intenzitasviszonyok hatarfeliiletrél torténd visszaverédésnél és hatarfeliileten torténé athaladasnal

A torésre és visszaverddésre vonatkozo fenti megfontolasokbodl az is kovetkezik, hogy a hatarfeliileten a beeso-,
visszavert- és ateresztett hullamok amplitudoira fennall, hogy

A +A =4,
Ahhoz, hogy az amplitidokat meg tudjuk hatdrozni, a hatarfelilleten vald athaladasnal tovabbi fizikai
Osszefiiggésre van sziikségiink. Felhasznalhatjuk az energiamegmaradas tételét, amely szerint a bees6 intenzitas

(Ip) megegyezik a visszavert (I,) és az ateresztett (I;) intenzitdsok dsszegével:
I,=1,+1,.

Behelyettesitve az intenzitasokra érvényes

1, :iP1AIf(02"1
2

J 1 A0’

b_Epl v @V

1 2 2
I, = EpzAz v,
kifejezéseket, az alabbi egyenletet kapjuk
2 2 2
PV (Ab — 4, ): PV A7

Ez az

A+ A, =4,
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egyenlettel egyiitt lehetdséget ad az ismeretlen A, és A, amplittddok meghatarozasara. A két kozeg stirliségét

(P;,P5), a hullamok terjedési sebességét a két kozegben (v;, V,) és a beesd hullam amplitadojat ( A4,,)
ismertnek tételezziik fel.
A két egyenletbdl pl. A, -re masodfoku egyenletet kapunk, amelybdl a visszavert amplitado:
_PiVi—PrV2
A, =—4,.
PV TPV
Ennek felhasznalasaval az ateresztett hullam amplitudojara azt kapjuk, hogy
2p,v
A, = _ APy -
PiVitP2V2

A hanghullamok vizsgélatdnal hasznos egy kozeg hullim-impedancidgjanak vagy akusztikai keménységének
bevezetése, amelynek definicioja:

zZ=pv.
Az elnevezés onnan szarmazik, hogy ez a mennyiség a hullamterjedésnél formalisan a valtéaramua aramkorokben
hasznalt impedanciahoz hasonlé szerepet jatszik. Ezzel az amplitadok:

z,—z
_Z172%
A, =—+
2z
_ I
A, =——.

A hullamterjedésnél fontos lehet a hullam altal szallitott energia visszavert illetve atment hanyadanak ismerete,
amit az R reflexios- illetve a T transzmisszios tényezével szokas megadni. Ezeket az intenzitdsokkal definialjak:

I 5 02
271 Vi _(z-2)

R::—l-: =
2
]b épla)ZV]A[f (ZI+ZZ)
TZQZM:]_I_VZI_RZQ#
I, I, 1, (z,+2,)

Ezekbdl a kifejezésekbdl lathato, hogy a z; << z, illetve z;, >>z, esetekben T =0 és R~ 1, vagyis a

hullam gyakorlatilag nem hatol be a masodik kozegbe, hanem visszaverddik onnan. Ez az eset all el6 példaul, ha
egy hanghullam levegé és szilard anyag hatardhoz érkezik, hiszen az akusztikai keménységek nagysagrendje:

k; k;

Ziama © 1 07—5, Zgsr * 1 02—5). Ha azt akarjuk, hogy a hang behatoljon a masik kdzegbe, egy
m°s m°s

A i folyadékré Slszerti alkal i ~10° ke

atmeneti folyadékréteget célszeri alkalmazni Z ;461 ~ e

Ha a két kozeg akusztikai ellendlldsa kozel azonos (z; = z,), akkor a hullim majdnem teljesen 4athalad a
hatéaron, és gyakorlatilag nincs visszavert hullam.
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Hullamok talalkozasa, interferencia

Ha a tér egy pontjdban két hulldim van jelen, akkor hatdsuk ott valamilyen modon
0sszegzddik. A hullamok dsszeadodasat interferencianak nevezik.

Ha a szuperpozicio elve érvényes (és szélsdséges esetektdl eltekintve altaldban érvényes),
akkor adott helyen (r), a hullamok altal okozott valtozds minden iddpillanatban (7) a két
hullam 4ltal kiilon-kiilon okozott valtozdsok 0Osszege, vagyis a két hullamfiiggvény
egyszerlien Osszeadhato:
w(rt) =y, (r,0)+y,(r.e).

Ezt a feltevést elfogadva, most az interferencia néhdny egyszeri esetével foglalkozunk:
megvizsgaljuk pontszerti forrasokban keltett gombhullamok (két dimenzioban kérhullamok)-
¢s rugalmas kotélen terjedd, egydimenzios hullamok interferenciajat.

Egy-egy pontforrasban keltett két gombhullam interferenciaja

Altalanos kovetkeztetések levonasara is alkalmas példaként vizsgaljuk meg két pontforrasbol
indul6, azonos w korfrekvenciaji, harmonikus gémbhullam (vagy kérhulldm) interferencijat.

Az amplitudo térbeli eloszldsa, az interferenciakép
Tegyiik fel, hogy az abran lathaté O; és O, forrasokban létrehozott két rezgés
amplitudoja kiilonbozo, és koztiik ¢ faziskiilonbség van, igy a rezgések idofliggését az
f,(t)= A4, cos awt
Sfo(t)=A4,cos(omt+¢) E
fiiggvényekkel adhatjuk meg. .
Ha feltételezziik, hogy a vizsgalt térrészben a . \‘f 2
hullamok amplitidojanak csokkenése még nem . \
szamottevo, akkor a két hullam hullamfiiggvénye \‘
w,(r,t)= A, cos(wt—kr,) 6 d 6
1 2
W,(ry,t)=A,cos(wt—kr,+¢)
alakban irhato fel. Az interferencia eredményét egy
tetszOlegesen valasztott P pontban szamitjuk ki.
Az ered6 hullam a P pontban a szuperpozicio elve szerint:
w(Pt)=y,(r,t)+y,(r.t).
Ez attekinthetébb alakban irhato fel, ha felhasznaljuk a rezgések Osszegzésénél a
forgovektoros modszerrel kapott dsszefiiggést:
A, cos(at+a, )+ A,cos(at+a,)=Acos(wt+a)

ahol

A= 4} + 43+ 24,4, cos(a, -0, )

A sina, + A4, sina
toa = 1 1T A 2

A, cosa,+A,cosa,
Most az o, = —kr, és a, =—kr, + ¢ fazisszogek adott helyen allandok, igy « is az.
Ezzel az eredd hullam:
ly(P,t):\/A[2 + A +2A,A, cos(kr, —kr, + @) -cos(aot+ o).

A P pontban tehat e korfrekvencidji harmonikus rezgés jon 1étre (a kifejezés masodik
tényezoje), amelynek amplitudodja (az elsd tényezd) a helytdl fiigg:
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A= 47 + 42 + 24,4, cos(kr,—kr, +@) = A(P) = A(r,,r, ).
Az amplituiddo maximalis lesz akkor, ha a négyzetgyok alatti kifejezés maximalis,
vagyis ha cos(kr,—kr,+¢@)=+1. Ekkor A _=A4,+A4,, vagyis a két hullam
amplitidoja 0sszeadddik. A koszinusz fliggvény tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy
maximalis amplitddo ott alakul ki, ahol
kr,—kry+@=xn2rm,

vagyis a két hullam 4ltal a taldlkozasukig megtett utak As, = =r, —r, kiillonbsége:

As, =tnd——2-} (n=0123..).
2r

Hasonloan belathatd, hogy a minimalis amplittdé A4, = A4, —A4,, amely azokon a

min

helyeken jon létre, ahol a hullamok kozotti Gtkiilonbség

As =+ l) Lt (n=0123.)
2 &2
Ha a hulldmok k6z6tt nincs faziskiilonbség (¢=0), akkor a két feltétel egyszeriibben

megfogalmazhat6:

maximalis amplitudo ott jon létre, ahol a két hullam As utkiilonbsége a hullamhossz
egész szamu tobbszorose: As, —=+nA

minimalis amplitudo pedig ott, ahol az utkiilonbség a félhullamhossz paratlan szamu

tobbszorose: As,,;, =+(2n+1 )% .

Ha a ¢ faziskiilonbség id6ben allando, akkor a fenti egyenletekbdl azt kapjuk, hogy a
maximalis és minimalis amplitidoju (intenzitasu) helyek sikban terjedd hullamoknal
egy-egy idoben allandé helyzetii hiperbola-seregen helyezkednek el, hiszen az
r, —r, = allando Osszefliggés hiperbola egyenlete.
Az 4bran a ¢ =0 eset lathato. A két forrasbol
kiinduldé korhullamok maximalis amplitadoja
vonalait  folytonos kordk, a minimalis
amplitadoja helyeket szaggatott vonallal rajzolt
korok mutatjdk. Vastag vonalak jelzik az

|r1 - r2| =m 4 feltételnek megfeleld
2

hiperboldkat. A maximalis amplitadoju helyek
az m=0,2,4,6 értékeknek megfeleld folytonos
vonalakon  talalhatok. A két  hulldm
utkiilonbsége ezeken a helyeken a hulldmhossz
egész szamu tobbszOrdse. A minimalis
amplitddoji helyek az m=1,3,5 ¢értékeknek
megfeleld szaggatott vonalakon helyezkednek el. Itt az utkiilonbség a félhullamhossz
paratlan szdmu tobbszorose.

Ha ¢ #0, de alland6, akkor is hiperbolédkat kapunk, csak ezek az abran lathatd

hiperboldkhoz képest eltolt helyzetiiek lesznek.
Térbeli terjedés (gdmbhullamok) estén a maximalis és minimalis amplitudoju helyek
forgasi hiperboloidokon helyezkednek el, amelyeket a fenti hiperboldknak az O, - O,
egyenes koriil torténd forgatasaval kapunk meg.
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Intenzitdseloszlds a forrdsoktol tavol

Az intenzitaseloszlas egyszerlien kiszamithato, ha a pontforrasoktdl nagy tavolsagban,
a forrasokat 0sszekotd egyenessel parhuzamos egyenes (az abran az x-tengely) mentén
vizsgaljuk, és az interferenciat csak kis x-tartomanyban vizsgaljuk (a & szog kicsi).
Ekkor a mellékelt sematikus abra jeloléseivel azt kapjuk, hogy

sin$=~tg8= % X

illet 2
illetve ) 0,

sind~ 12 9 S r

d
Ebbdl az ©
— —~ o

L~ 7 dr2 D o, r1_r290

kozelitd Osszefiiggést kapjuk. 2

A maximumhelyek x-koordinatai eszerint

A

x“ ~+n=D,
d

a minimumhelyeké pedig
~ A
x"~+(2n+1)—D.
n ( ) 2

Ezek az Osszefliggések akkor hasznalhatok, ha x és d sokkal kisebb, mint D, vagyis a
forrasok egymastol mért tavolsaga kicsi, a megfigyelés helye a forrasoktol tavol van,
¢s az interferenciat csak az O centrum kozelében vizsgaljuk.

Az r,—r, = asin9 Osszefiiggést felhasznalva az intenzitas szogfiiggése az
1= 21,(1+ cos(kr, —kry )= 21,(1 + cos(kd sin9)) = 21(,(1 + cos(_zﬂdjlngjj
alakba irhato.

, o o 1 o . ..
Ez tovabb egyszertisithetd, ha felhasznaljuk az [+ cosa =2cos’ — trigonometriai

Osszefliggést:

I1=41 cosz(ﬂa sinSj
’ Yl

r,—r . . . fe s 1 . s s .
L2 D~Dsing osszefiiggés segitségével az intenzitds helyfiiggésére is

Az x=

kaphatunk egy egyszertibb kifejezést:
1(x)
1=41 cosz(ﬂxj .
0 DA 41

0

Az intenzitds tehat az ernyén periodikusan
valtozik, maximalis értéke az 0Osszetevo
hullamok intenzitasanak 4-szerese (abra). X

Ha az interferenciaképen megmérjiik a maximalis amplitad6ja helyek Ax tavolsagat
akkor meghatarozhatjuk a két forrasban keltett hullamok hullimhosszat. Erre a

AD
_ max _ _max _
M =x,.; —x, ——d
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Osszefliggés ad lehetdséget, amibol a hulldmhosszra azt kapjuk, hogy

=g
D

Ha tehat ismerjiik a forrdsok egymastol mért d tavolsagat és a megfigyelés sikjanak a
forrdsoktol mért D tavolsagat, akkor a Ax tavolsdg mérésével a hulldmhossz
meghatarozhatd. Ez a lehetdség kiilonosen fontos az optikédban, ahol a hulldmhossz
kozvetlen megfigyeléssel nem hatarozhatdo meg. Az éabran sematikusan azt is
feltlintettiik, hogy ha a két hullamforrast Osszekotd egyenessel parhuzamosan
haladunk, akkor az amplitido jellegzetes — maximumok €s minimumok sorozatabol
allo — helyfiiggést mutat.

A két pontforrasbol induld korhulldmok interferencidja vizhullam kisérletekkel jol
szemléltethetd.

KIiSERLET:

Vizfelillet két pontjdban egyidejiileg azonos fazisi rezgéseket keltiink, ¢és
megfigyeljiik a keletkez6 korhullamok interferencidjat (dbra). Az interferenciaképen
jol lathatok azok a vonalak, amelyeken a maximalis- és minimalis amplitadéju helyek
talalhatok (a kozépre berajzolt fiiggdleges vonal maximumhelyeket jeldl ki).

crer

A hullamok interferenciajanal kialakulo
jellegzetes, allandosult amplitado-helyfliggést
interferenciaképnek  nevezik.  Allanddsult
interferenciakép azonban csak akkor alakul ki,
ha a hullamok kozoétti faziskiilonbség iddben
nem valtozik. Az allandé faziskiilonbségli —
tehat allandosult interferenciaképet 1étrehozo —
hulldmokat koherens hullamoknak nevezik.
Interferencia természetesen akkor is létrejon,
ha az interferdld hulldmok faziskiilonbsége
nem allando, de ekkor tobbnyire az interferenciakép is olyan gyorsan valtozik, hogy
nem figyelhetd meg.

Az eredé hullam amplitadojanak helyfliggésére vonatkozd egyenletet négyzetre

emelve, az A° = A12 + A22 + 24,4, cos(kr, —kr, + ¢ ) 6sszefliggést kapjuk. Korabban
mar volt réla sz6, hogy a hulldm altal széllitott energia aramstirlisége, az [ intenzitas,
az amplitddo négyzetével aranyos, vagyis a taldlkoz6 hulldmokra és az eredé hullamra
fennallnak az alabbi 0sszefliggések:

1, =C4;, I,=CA4;, I=C4".
Ezeket az 6sszefliggéseket figyelembe véve, az amplitidora vonatkozd egyenletbdl az
intenzitdsokra az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

I=1,+1,+2,/1,1, cos(kr;—kr,+¢).
Az interferenciandl tehat az eredé hulldm 7 intenzitdsa nem egyszerlien az interferalo

hullamok 7; és I, intenzitdsainak Osszege, hanem megjelenik egy — a helytdl és a
hulldmok faziskiilonbségétdl fiiggd —interferencia-tag.

Ha a ¢ faziskiilonbség idében valtozik, azaz ¢ =@(t), akkor adott helyen (7, ;) a
talalkoz6 hullamok eredd intenzitésa is fliggni fog az 1d6tol
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Ha tehat a hullamok nem koherensek, akkor az intenzitas-eloszlas idoben valtozo lesz,
vagyis nem alakul ki allandosult interferenciakép.

Ha a faziskiilonbség minden szabalyszerliség nélkiil, véletlenszeriien, és a megfigyeld
(vagy a mérdeszkoz) reakcioidejéhez képest gyorsan valtozik, akkor a megfigyeld az
atlagos intenzitast észleli. Mivel ekkor az interferencia-tagban szerepld
cos(kr, —kr, +@(t )) idébeli atlaga nulla, a megfigyelt intenzitds a két hullam

intenzitasanak Osszege lesz: [ =1, + I, . llyenkor interferenciakép helyett egyenletes

intenzitas-eloszlast észleliink. (Ez az oka annak, hogy két kozonséges lampa fényének
interferencidjat nem észleljik: a lampak fényében a hullamok faziskiilonbsége
véletlenszeriien valtozik, két ilyen ldmpa nem koherens fényforras.)

A két pontforrasban keltett gombhulldmok interferencidjaval kapcsolatban még egy
kérdést érdemes tisztazni. Eddig nem foglalkoztunk azzal, hogy hogyan befolyasolja
az interferenciat a hullamforrasok egymastol mért d tavolsaga. Nyilvanvalo, hogy a két
hullam utkiilonbsége nem lehet nagyobb, mint a d tavolsag. Ebbdl kovetkezik, hogy d

csOkkenésével egyre kevesebb olyan hiperbola lesz, amelyen teljesiil az |r, - r2| = mi

2
feltétel, vagyis csokken a maximalis- és minimalis amplituddji helyeket megadd
hiperbolédk szama. Ez az interferenciaképet megvaltoztatja.

Ha elérjiik a % <d < A értéket, akkor a fenti feltételnek mar csak harom utkiilonbség

A A . .
felel meg: a — X alésa+ 5 vagyis kozépen lesz egy maximumhelyeket 6sszekotd
egyenes és két minimumhelyeket 6sszekotd hiperbola. Ha a forrdsok tdvolsagat tovabb
csOkkentjiik, és elérjiikk a d < % értéket, akkor ez a két minimum-hiperbola is eltlinik,

mert a gyengités feltétele sehol nem teljesiil.

A tavolsag tovabbi csokkenésénél a hullamtér barmely pontjan egyre kisebb lesz a
hullamok utkiilonbsége, ¢és a jellegzetes interferencia nem észlelhetd: a két pontforras
olyan hullamot hoz létre, mintha csak egyetlen forras volna.

Pontforras-sor altal keltett hullimok interferenciaja

Sok pontforrasbol induld, azonos frekvencidji és amplitudoja gémbhulldmok interferencidjat

abban az egyszerii esetben vizsgaljuk, amikor a pontforrasok egy
egyenes mentén egymastdl azonos a tavolsagban helyezkednek el
(abra), nincs kozottiik faziskiilonbség, €s az interferenciat a forrasoktol
nagyon nagy (elvileg végtelen) tavolsagban vizsgaljuk.

Ilyenkor az egyes pontokbol kiinduldé hulldmok akkor erdsitik

W

egymast, ha az utkilonbségik a hullamhossz egész szami ¥ g
tobbszordse. Az abrabol lathatd, hogy ez olyan irdnyokban teljesiil, @ ‘%//:

amelyekre fennall, hogy

Azaz

As, =asin9, =nk,

N

sin8, =n—.
a

Mivel a hulldamok amplitiddja azonos, a maximalis amplitid6 — a két pontforras esetéhez
hasonloan — az egyes amplitidok Osszege lesz. Ha N szdmu, 4 amplitudoji pontforrds van,
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akkor A, = NA (Ennek megfeleléen a maximalis amplitdddji irdnyokban az intenzitas

I =N’I ahol I az egyes forrasokbol érkezé hullamok intenzitasa).

A maximalis amplitaddju irdnyok kozott minimalis (esetiinkben nulla) amplitadéja iranyok
talalhatok, igy a  pontforrasokat
Osszekotd egyenessel parhuzamosan

haladva — a két pontforrds esetéhez N=8

hasonléan — az amplituddé periodikus

térbeli valtozasat tapasztaljuk. -2 -1 0 1 2 N

A mellékelt &bran a  kiilonb6zd N
asin 9 L, . nagyon

n= 7 értékekhez tartozo nagy

maximalis  intenzitasok lithatok 2 -1 0 1 2

kiilonb6z6 szdmu (N) pontforras esetén.

Az N=8-nak megfeleld abra a fenti szamitassal nem egyezik. Ennek az az oka, hogy az ered6
hullam amplituddjat nem szamitottuk ki, igy csak a fomaximumok helyét tudtuk meghatarozni.
Ha a hullamokat valéban 6sszegezziik (pl. a forgévektoros modszerrel), akkor kideriil, hogy a
fomaximumok kozott joval kisebb amplitiddji mellékmaximumok is vannak. Ezek
intenzitasa a forrasok szamanak novelésével csokken: igen nagy szamu forrds esetén a fenti
abra also részén lathatd, mellékmaximumok nélkiili eloszlast kapjuk.

Az interferencia latvanyos megnyilvanuldsa az, hogy vékony hartyakrol (pl. olajréteg a viz
feliiletén) visszaverddd fényben szines csikokat latunk. Ezt a
hartya két oldalarol visszaver6dd fényhullamok interferencidja
okozza (&bra): a hartyarol a szemiinkbe érkez6 b ¢és c
fényhullamok kozott Gtkiilonbség van, ami fiigg attol, hogy  levegd
milyen szOg alatt néziink a hartyara. Egy adott sz0g esetén az
erdsités feltétele (az utkiilonbség a hullamhossz egész szdmu
tobbszorose) csak egy bizonyos hullimhosszra (szinre) teljesiil, viz

igy ebbdl az iranybdl ezt a szint latjuk. A hartya kiilonb6zd

pontjairdl — tehat kiilonbozé szog alatt — a szemiinkbe érkezd fénynél az erdsités feltétele
kiilonb6z6 hulldmhosszakra teljesiil, ezért latunk kiilonbdzo szinii sdvokat.

hartya

Egy egyenes mentén egy iranyban terjedo két harmonikus sikhullam interferenciaja

A hullamok interferenciajanak gyakori esete az, amikor az Osszetalalkozé két sikhulldm
ugyanazon egyenes mentén terjed. Vizsgaljuk meg az interferenciat abban az egyszeri
esetben, amikor a kdzeg homogén, ¢és a hullamok frekvenciaja (és hullamhossza) azonos.
Példaként ismét egy rugalmas kotélen terjedd transzverzalis hullam szolgal.

KISERLET:

Egy Y alakban kiképezett rugalmas kotél szarat
rogzitjiik (dbra), és két azonos hosszusagu aganak O; és
0, végén rezgetéssel hullamokat keltiink. A hulldmok az
agakon végigfutva k6z0s szakaszon haladnak tovabb, és
Osszegzddnek.

Ha az Y két végét az 6sszekotod rad segitségével azonos
fazisban rezgetjiik (a) dbra), akkor a k6zos szakaszon az
amplitadok Osszeadodnak, ellenkezd fazisban torténd
rezgetésnél (b) abra) a kozos részen a hullamok kioltjak
egymast. Az dbran az ered6 hullamot vastag vonal jelzi.
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A kisérletbdl latszik, hogy a hullamok interferenciaja egyarant vezethet a hullam
amplitadojanak novekedéséhez és csokkenéséhez (sét eltiinéséhez)'. Az a tény, hogy két
hullam o0sszeadasa a hulldim megszlinését eredményezheti, a hullamok  jellegzetes
tulajdonsaga.

A megfigyelt erdsités azzal magyarazhatd, hogy az azonos fazisu forrdsok esetén a két azonos
utat befutott hulldm azonos fazisban taldlkozik, igy a rezgések a kozos részen mindeniitt
azonos fazisban zajlanak, és erdsitik egymast, a rezgési amplitidoék mindeniitt 6sszeadodnak.
A gyengités oka az, hogy az ellenkezd fazist forrdsbol jové hulldmok ellenkezd fazisban
talalkoznak, igy a rezgések mindeniitt ellenkezd fazistak, és gyengitik (azonos amplitadd
esetén kioltjak) egymast.

Az interferencianak ezt az esetét egyszerlien targyalhatjuk, ha a két pontforrasra vonatkozé
szamitas specialis estének tekintjiik, és az interferenciat csak a két pontforrast 0sszekotd
egyenes mentén vizsgaljuk.

Ha az x-tengelyt az O, — O, egyenesen vessziik fel, és a nulla pont o, 0

az O; forras helyén van (4bra), akkor a két pontforrasra vonatkozo 0 d X
egyenletekbdl az r,=x, r,=x—d helyettesitéssel kapjuk a

sikhullamokra vonatkoz6 eredményt.
Eszerint az erdsités feltétele:

d=+ni-2 2 n=0123 ),
2r
a gyengitésé pedig
d=+(m+1)%_-22 n=0123..).
2 2

Erdemes két specialis esetet megvizsgalni:

ha a hullamok ko6zott nincs utkiilonbség (mint a korabban leirt kisérletben), akkor d = 0, tehat
a hulldmok akkor erdsitik egymast, ha faziskiillonbségiik ¢ = tn2x (a kisérletben n=¢ =0
volt), és akkor gyengitik egymast ha ¢ = +(2n + 1) (a kisérletben ¢ = 7 volt),

ha a hulldmok kozott nincs faziskiilonbség, akkor ¢ =0, tehat a hullimok akkor erdsitik

egymast, ha az utkiilonbségiik d =nA, és akkor gyengitik egymast, ha d = (2n + 1 )%.

Kozeghatar felé halado- és visszaver6do sikhullimok interferenciaja, allohullamok

Eddig feltételeztiilk, hogy az egymassal kolcsonhatidsba 1épd hullamok olyan nagy méretii
kozegben terjednek, hogy a kozeghatarrol vald visszaverddés elhanyagolhato. Ez a
valdsagban altalaban nem igy van (emlékezziink az el6z6 pontban ismertetett kisérletre, ahol
ebbdl bonyodalmak szarmaztak). Mivel ez elvileg és gyakorlatilag egyarant fontos eset, most
megvizsgaljuk egy hatarfeliilet felé haladd- és az onnan visszaverddd sikhullamok
talalkozasanal fellépd interferenciat.

A kialakul6 hulldmkép nagyon jol szemléltethetd rugalmas kotélen terjedd hullamokkal.

' Mint korabbi kotél-kisérleteinknél is elfordult, a rogzitett végrol torténd visszaverédés miatt itt is
allohullamok jonnek Iétre, amelyekkel késébb foglalkozunk. Ez azonban a levont kdvetkeztetéseket nem
befolyasolja.
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KISERLET:

Rugalmas kotél egyik végét rogzitjilk, masik végét
megfogjuk, €s lassu rezgésbe hozzuk. Ekkor a kotélvég
fel¢é halad6 ¢és onnan visszaverdd0 hulldmok
interferencidja  altaldban  rendszertelen hulldmzast
eredményez. |
Ha a rezgetés frekvenciajat noveljiik, akkor bizonyos
frekvencidknal sajatos hullamalakzatok jonnek Iétre.
Vannak helyek amelyeknek a kitérése mindig nulla, ezek
a  csomopontok. A kozottik  elhelyezkedd
kotélszakaszokon  mindenegyes pont ugyanolyan
fazisban rezeg, de az amplitido a hely fiiggvényében P
valtozik. Nincs rezgés a csomdpontokban, és maximalis N—" N\
amplitadoji  rezgés van a csomopontok kozotti
szakaszok felezOpontjaban, ezeket duzzadohelyeknek
nevezik.

Az abran feltlintettiink néhany  jellegzetes
hulladmalakzatot.

A kisérletben kialakult hullamalakzat sajatossaga az, hogy — szemben a zavartalanul terjedd
hullammal — az azonos fazisu helyek nem mozognak, a kotél ugy viselkedik, mintha nem is
terjedne benne hullam. Ezt a hullamalakzatot ezért allohullamnak nevezik. (Az eddig targyalt
hullamokat megkiilonboztetésiil gyakran halado hullaimoknak hivjak.)

A jelenséget a kozeghatdr fel¢ haladd és onnan visszavert hullamok interferencidjanak
vizsgalataval értelmezhetjiik.

Tegytik fel, hogy a kotélen egy harmonikus sikhulldm (y,(x,t)) az x-tengellyel szemben, a

rogzitett kotélvég felé mozog, és visszaverddése kovetkeztében 1étrejon egy masik (y,(x,t))
hullam, amely az x-tengely iranyaban halad (dbra). A két hullam hullamfiiggvényei:

v, (x,t)=A, sin( ot +kx) vyt wi(xt)
w,(x.t)=A,sin(of —kx+a ). | — -
Az eredd hullam a szuperpozici6 elve alapjan ‘0 X

wix,t)=y,(x,t)+y,(x,t)=A sin(ot+kx)+ A,sin(ot —kx+ ).
Tudjuk, hogy a kdzeghatarnal (rogzitett vég) a hullam terjedésére vonatkozoan teljesiilni kell
bizonyos feltételeknek, amelyeket altalaban hatdrfeltételeknek vagy peremfeltételeknek
neveznek. Ebben az esetben a peremfeltétel azt jelenti, hogy az x=0 helyen régzitett vég van,
nincs kitérés, tehat w(0,t) = 0. Ez viszont csak ugy lehetséges, ha o =7, és A4, = 4,, tehata
rogzitett végrol a hullam valtozatlan amplitidoval, de ellenkezd fazisban verddik vissza,
ahogy azt a kisérleteink is mutattdk. Ezzel az eredd hullam kifejezése igy alakul
w(x,t)=A(sin(wt +kx)+ sin(ot —kx + 7)) = A,(sin( ot + kx ) — sin( ot — kx )).
a-pf cos &t p
2
w(x,t)=2A, sinkx cos wt .

Ennek a fliggvénynek az argumentumaban nem jelenik meg a hullamokra jellemz0 ,, ot — kx
kifejezés, tehat itt nem egy szokasos (haladd) hullam jon létre, hanem a kisérleteknél mar
emlitett allohullam. Ez tulajdonképpen a kdzegnek egy rezgése, ahol a kdzeg egyes részei
azonos fazisban rezegnek, de a rezgés ¢ amplitiddja a hely fiiggvénye:

Felhasznalva a sina — sin f = 2 sin Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
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w(x,t)=¢(x)cosat,

ahol

o(x)=2A,sinkx = Asinkx
(itt bevezettik a 24, = 4 jelolést).
Mivel véges hosszusagu kotélrdl van szd, foglalkoznunk kell a kotél masik végének hatasaval
is, hiszen a hullam onnan is visszaverddik.
Vizsgaljuk meg el6szor azt az esetet, amikor a kotél mindkét vége rogzitett. A kotél masik
végének rogzitése tjabb peremfeltételt jelent, ami L hosszusagh kotélnél

w(L,t)= AsinkLcosawt =0,
mégpedig minden iddpillanatban. Ez csak ugy teljesiilhet, ha az id6fiiggd rész egyiitthatdja,
vagyis az amplitddo nulla:

o(L)=AsinkL=0.

Adott hosszusagu kotél esetén ez a feltétel csak a hullaimszam megfeleld megvalasztasaval
teljesithet6. Ez azt jelenti, hogy a mindkét végén rogzitett rugalmas kotélen vagy egy
rugalmas hurban olyan hulldmszamu allohullamok alakulhatnak ki, amelyekre fennall a

kL =nrx m=1, 2, 3,..),
illetve

k,=nZ =123

”_nf (m=1,2,3,... )

feltétel. Itt a kiilonbozo n értékeknek megfeleld hullamszamokat £,-el jeloltiik.
Ezzel az amplitido helyfliggését megadd osszefiiggés igy alakul

gon(x):2Asinn7r%.

Ezt a flggvényt mutatja kiillonb6zé n értékek esetén a mellékelt abra. Lathato, hogy a
szamolasbdl valoban a kisérleteknek megfelel6 alakzatokat ¢ (x)

kapunk. A=2L
Az éllohullam-feltétel a k= = Osszefiiggés L
felhasznalasaval a hullamhosszal is kifejezhetd: o ___FL
2L 0 S T x n=2
A, = m=1,2, 3,..). L/2 L
n
Ez azt jelenti, hogy ha egy kifeszitett, két végén rogzitett ’1=2L/ 3 o~
kotélben létrehozunk egy zavart, akkor abban ilyen g~ WL x 3
L/3  2L/3

hulldmhossza allohullamok alakulhatnak ki.
A feltétel még egy alakban megfogalmazhato, hiszen a hullimszdm (hulldmhossz) a rezgés

korfrekvencidjaval is Osszefliggésbe hozhato: & _ (v a fazissebesség). Igy a lehetséges
v

frekvencidkra azt kapjuk, hogy
72l
@, nL m=1, 2, 3,...).

Ha tehat az emlitett kisérletben a kotelet lengetjiik, vagyis benne kényszerrezgést hozunk
létre, akkor allandoésult hullamalakzat csak olyankor jon létre, ha a kotél végét a fenti
feltételnek megfeleld frekvenciaval mozgatjuk. Ezzel magyarazhatd, hogy a kisérletben csak
bizonyos frekvencidknal alakul ki a jellegzetes allohullam alakzat.

A jelenség tulajdonképpen egy rezonancia. Ezzel kapcsolatban emlékeztetiink arra, hogy tobb
szabadséagi fokt rendszer csatolt rezgései esetén a rendszernek annyi normdlfrekvenciaja van,
amennyi a szabadsagi fokok szdma. A fenti Osszefliggés a két végén rogzitett kotél
normalfrekvenciait adja meg. Amikor a rezgetéskor eltaldljuk az egyik normalfrekvenciat,
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akkor rezonanciaszertien kialakul a megfeleld allohullam alakzat. Ezek a normalfrekvenciak
tehat egyben a rendszer rezonanciafrekvencidi is.
A fenti korfrekvencidk felhasznalasaval felirhatjuk az alléhullamok hullamfiiggvényeit:

v, (x,t)= ZASinniz%cosa)nt.

Az n=1 ¢értékhez tartozd frekvenciat alapfrekvencianak, az n>1 értéknek megfeleld
frekvenciakat felharmonikusoknak nevezik.

Az elmondottak értelemszerti véltoztatasokkal érvényesek a huros hangszerekben hasznalt
hurok transzverzalis rezgéseire és a mindkét végiikon zart 1égoszloppal miikodé sipokban
létrejott longitudinalis hullamokra is. Az n=1 értéknek megfelelé frekvencidju hangot itt
alaphangnak nevezik.

Légoszlopban 1étrejott allohullamok jol demonstralhatok a Kundt-féle cso segitségével.

KISERLET:

Vizszintes helyzetli iivegeso aljara kevés parafa port szorunk, majd egyik végét mozgathato
dugattyuval (D) zarjuk le, masik végébe pedig egy fémpalcara (F) erdsitett konnyl
korongot (K) helyeziink (dbra). A fémpdalcadban dorzsoléssel longitudinélis hulldmokat
keltiink, amelyek az iivegcsOben 1évo légoszlopra atterjednek. Ezt a parafa szemcsék
mozgasa mutatja. Ha a D dugattyut mozgatjuk, akkor taldlhatunk olyan helyzeteket, amikor
a parafa szemcsék szabalyos (periodikus) elrendezést mutatnak (abra). Az abran C-vel jelolt
helyeken a szemcsék Osszegytilnek, a kozbiilsé helyeken pedig szétszérodnak.

A kialakult kép magyarazata az, hogy a D
dugattyu bizonyos helyzeteinél teljesiil az

parafa
allohullam-feltétel, ¢és a gdzoszlopban D ) por K
longitudinalis allohullamok jonnek létre. e — E
Ekkor a nagy amplitidoju rezgési helyeken — “ © ® %
(rezgési duzzaddhelyek) a parafa szemcsék $ ' 4
szétszOroddnak, a rezgési csomdpontokban C C C
(C) pedig 6sszegytilnek.

Rugalmas kotél, hur vagy légoszlopok rezgéseinél a valdsagos helyzet altaldban eléggé
bonyolult. Egy zavart elinditva, altaldban az sszes lehetséges frekvencian 1étrejon rezgés, de
ezek kozill az alapfrekvencianak megfeleld alléhullam marad meg a legnagyobb
amplitddéval. Emellett azonban kisebb amplitidoval jelen vannak a felharmonikusok is. A
kiilonb6z6 konstrukci6ju haros és fiuvos hangszerek hangjaban mas €s mas a felharmonikusok
intenzitasa, amit a fiiliink hangszineltérésként érzékel. Ezért tudjuk megkiilonbdztetni
egymastol a kiilonb6z6 hangszerek hangjat, még akkor is, ha azonos hangmagassagu
(frekvencidju) alaphangon szolnak.

Hasonl6 gondolatmenettel hatarozhatjuk meg egyik végén szabad rugalmas kotél vagy pélca-,
tovabba egyik végén nyitott 1égoszlop rezgéseinél kialakuld allohullamokat.
A hullam amplitaddja itt sem valtozik meg (A4, = 4, = A), tovabbd o =0 (a szabad végrdl a
hullam véltozatlan amplitidoval és valtozatlan fazissal verddik vissza), igy az eredd hullam

w(x,t)= A(sin( ot + kx ) + sin( ot — kx)),
amibdl trigonometriai atalakitassal azt kapjuk, hogy

w(x,t)=2Acoskxsinat .

Ha a mésik vég most is rogzitett, akkor az amplitidora vonatkoz6 masik peremfeltétel most is
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o(x)=2AcoskL =0,
vagyis

kLz(Zn—])% m=123..).

A lehetséges hullamszamokra, hullamhosszakra és korfrekvencidkra ebbdl azt kapjuk, hogy

i 4L VI o
kn_(zn—])za 2«,1—(271—_1), a)n—(2n—])z, @n(X) =4l .
Az egyes n értékeknek megfeleld amplitidéfiigevények most 9" L ?
tehat a a3
( x)ZZACOS(( 2n—1)££j =12 3..) i S—

¢n 2 L ) y Jyeees . L/3_ L
fiiggvényekkel adhatok meg. , /1—4L/5 | .
Ezek a filiggvények lathatok a mellékelt abran kiilonb6zd n 0 ML& rrrrrr L

értékek esetén.

Mindkét vegén szabad palca vagy mindkét végén nyitott gazoszlop esetén a masodik peremnél

is maximalis amplitadé jon létre, vagyis 9,(x)
cos kL =+1, kL=nr. /1=2L _
Ez megegyezik a két rogzitett vég esetén kapott feltétellel, O S
vagyis példaul a lehetséges hulldmhosszakra itt is azt kapjuk, P L
hogy s =2
e T X
zn=£ m=1,23..). L4 34 |
n A=2L3
A kialakult allohulldm azonban kiilénbozik a két végen rogzitett o XA Xg 3 N=3

esettél, mert most mindkét végen maximalis az amplitido,
amint az a mellékelt abran lathato.

L/6 3L/6 5L/6L



TOTH A.: Hullamok/3 (kibvitet dravazlat) 41 Utolsé modositas: 2006.12.20.

Hullamok elhajlasa (diffrakcio), a Huygens—Fresnel-elv

A hullamok terjedését eddig olyan esetekben vizsgaltuk, amikor a terjedést korlatozo, vagy
modosito feliiletek (kozeghatarok) nagyméretiiek voltak, a kozegekben pedig — a hataroktol
eltekintve — a hulldmterjedés homogén és izotrop volt. A hulldmok terjedését azonban
Iényegesen befolyasolja, ha az Gtjukba véges méretli akadalyok vagy rések keriilnek.

Ha ezeknek a mérete sokkal nagyobb, mint a hulldmhossz, akkor még nincs jelentds valtozas.
Ezt szemlélteti a kovetkezd kisérlet.

KISERLET: d>>1
Hullamkad egy pontjaban létrehozunk egy korhullamot, és

egy — a hulldmhosszhoz képest — nagyméretli résen
bocsatjuk 4t. A rés utdn nagyjabol az dbran lathato| _arnyek < T - amyek

hullamképet latjuk. Ebben az esetben tehat szabalyos
arny¢ék keletkezik, a hullam jo kozelitéssel egyenes
vonalban terjed, az egyenesekkel hatarolt, geometriai
arnyéktérbe nem — vagy alig — hatol be.

A hullamok egyenes vonali terjedése teszi lehetévé, hogy a hulldmterjedést a sugarak
bevezetésével sok esetben egyszerii geometriai szerkesztésekkel tudjuk nyomon kovetni, €s
egyszerli magyarazatot adjunk szamos optikai eszkdz miikodésére (ezzel a geometriai optika
foglalkozik).

Vannak azonban olyan esetek, amikor a hulldm Iényegesen eltér az egyenes vonala
terjedéstol. Ez torténik pl. akkor, ha az elébbi kisérletben a rés méretét lecsokkentjiik.

KISERLET:
Az elobbi kisérletben csokkentsiik a rés
méretét. Amikor a rés mérete kozel d~1. d<<a

azonos a hullamhosszal (a) abra), akkor a
hulldm jelentésen behatol az arnyéktérbe,
az egyenes terjedéshez képest ,,elhajlik”.

Még jelentdsebb eltérés kovetkezik be,
ha a rés mérete sokkal kisebb a
hulldmhossznal (b) dbra), hiszen ekkor —
mint azt korabban mar lattuk — a rés a) b)
pontforrasként viselkedik.

Mar a nagyméretll rés esetén is utaltunk arra, hogy az egyenes vonala |
terjedés csak jo kozelitéssel valésul meg. Pontosabb megfigyelések azt
is megmutatjak, hogy barmilyen akadaly szélénél is bekovetkeznek az
egyenes vonalu terjedéstdl eltérd jelenségek.

KISERLET:
Ezt megfigyelhetjiik egy hullamkadban, ha egy nagyobb hulliamhosszu
hullam egy akadaly széle mellett halad el (abra).
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Kis méretii akadaly esetén a hulldm az akadaly mindlét szélén behatol az arnyéktérbe.

d~4
KISERLET: i~
Hullamkadban keltett korhulldm 'tjaba a hullamhosszal
Osszemérhetd akadalyt helyeziink el. A hullamok jol lathatoan '
behatolnak az akadaly mogotti geometriai arnyéktérbe.
d

Tovabbi vizsgalatok — amelyekrdl részletesebben a fényhullamoknal lesz sz6 — azt mutatjak,
hogy a hullam intenzitaseloszldsa nem olyan egyszerli, mint amirdl eddig sz6 volt. Ez
legjobban fényhullamokkal mutathat6 be, de a jelenség hullamkadban is megfigyelhetd.

KISERLET:

Vizfeliilleten 1étrehozott hullam 1tjaba kis méretd rést
helyeziink el. Ha résméretet és a hulldmhosszt megfeleléen
valasztjuk meg, akkor a rés tuloldalan a pontforrasok
interferencidjdhoz hasonld hulldmalakzatot latunk. Itt az
egyenes terjedéstél vald eltérés mellett a résen 4thaladt
hullimban maximdlis ¢és minimalis amplitaiddju helyeket
mutatd vonalak figyelhetdk meg.

Ehhez hasonl6 képet kapunk akkor is, ha a hulldam egymas mellett elhelyezett rések sorozatan
(racson) halad at.

Az itt bemutatott eseteken kiviil is szdmos tapasztalat mutatja, hogy ha a hulldm réseken halad
at, vagy véges méretli akadalyokba litkozik, akkor az egyenes vonalu terjedéstdl jelentds
eltérések figyelheték meg. A hullimnak az egyenes vonalu terjedéstél valo eltérését
hullamelhajlasnak  vagy  diffrakcionak-, az  ezzel  kapcsolatos  jelenségeket
elhajlasjelenségeknek-, a 1étrejott hullamalakzatot pedig elhajlasi képnek vagy diffrakcios
képnek nevezik.

Az elhajlasjelenségek a Huygens-elvvel mar nem értelmezhetdk. Ennek alapvetd oka az, hogy
a Huygens-elv nem veszi figyelembe a terjedd hulldm intenzitasviszonyait, igy nem tudja
értelmezni sem az arny€kjelenséget, sem pedig azt, hogy a hullam részlegesen behatol az
arnyéktérbe. Ezt a problémat oldja meg a Fresnel' altal javasolt modositas, amely szerint az 0]
hullamfrontot nem az elemi hullamok burkoléfeliileteként értelmezziik, hanem az elemi
hullamok interferencidjabol szamitjuk ki. Ez a Huygens—Fresnel-elv.

A Huygens—Fresnel-elv tehat nem egyszerlien a geometriai terjedési szabalyokat veszi
figyelembe, hanem azt is, hogy az interferencia miatt az elemi hulldmok a hullamtér egyes
tartomanyaiban egymast erdsithetik vagy gyengithetik (esetleg kioltjdk) egymast, vagyis
intenzitasvaltozasok kdvetkezhetnek be.

A Huygens—Fresnel-elv alapjan elvégzett szamitasokbol deriil ki, hogy az arnyékjelenség oka
az, hogy az elemi hulldmok a rés tloldaldn, az "arnyéktérben" — a rés méretétdl fiiggd
mértékben — kioltjak egymast. Ezzel egytttal az arnyéktérbe vald behatolés kiillonbozo esetei
is értelmezhetok.

" Augustin Jean FRESNEL (1788-1827) francia fizikus.
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Az is megmagyardzhatd, hogy miért jelennek meg az interferencidra jellemzo
hullamalakzatok. A Huygens—Fresnel-elv szerint ugyanis a hullimfront minden pontjabodl
elemi gombhullamok indulnak ki, és a hullamtér egy adott pontjaban az amplitadot ezek
interferencidja adja meg. Egy rés mogott tehat olyan interferenciakép jelenik meg, amely a
résben elképzelt végtelen sok pontforrasbdl kiinduld, koherens hullimok interferencidjanak
felel meg.

A diffrakcié kiillonosen fontos szerepet jatszik az optikdban, ahol ezt a jelenséget
fényelhajlasnak nevezik. A diffrakciora vonatkozo optikai kisérletekkel és az egyszeriibb
elhajlasjelenségek értelmezésével az elektromagneses hulldmoknal foglalkozunk.
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Rugalmas hulldmok dinamikai leirasa

A hulldm leirdsa akkor teljes, ha a hullamfiiggvényt a hulldmot létrehoz6 hatdsok és a
terjedését befolyasolod hatarfeltételek ismeretében meg tudjuk hatarozni, vagyis ismerjik a
hullamfiiggvény meghatarozasara szolgélo fizikai egyenletet. Emellett a hullam altal szallitott
energia meghatarozasa is fontos feladat.

Ezeknek a problémdknak a megolddsdhoz a kiilonb6zd zavarterjedési mechanizmusok esetén
mas és mas eszkozoket és alaptorvényeket kell felhasznalnunk, ezért a rugalmas hullamokkal
¢s az elektromagneses hulldmokkal kiilon foglalkozunk. A targyalast a rugalmas hullamokkal
kezdjiik.

A hullamegyenlet

Elso célunk az, hogy egy olyan fizikai egyenletet talaljunk, amely alkalmas a hullamfiiggvény
meghatarozasara. Ezt az egyenletet hullaimegyenletnek nevezik.

Rugalmas hullamok esetén a hullamegyenlet felirdsanal abbdl indulhatunk ki, hogy a hullam
keltésekor erét fejtiink ki a kbézeg egy kis térfogatelemére, ezért a hullamegyenletet a
hullamban elmozduld kozeg egy kis térfogatelemére felirt mozgéasegyenlet segitségével
kaphatjuk meg.

Hullamegyenlet egydimenzios, longitudindlis rugalmas hullamok esetén
A kozeg elemi darabjara felirt mozgéasegyenletben természetesen nem szerepel a
hullamfiiggvény, ezért a feladat az, hogy a mozgasegyenletben szerepld, helytdl és
idotol  fliggd mennyiségeket a hulldmfiiggvénnyel fejezziik ki. Ekkor a
hullamfiiggvényre vonatkozo differencidlegyenletet kapunk.
Eldszor egy S keresztmetszetli rugalmas radban x-irdnyban terjedé egydimenzids
longitudinalis hulldmra végezziik el a szdmolast. A s
mozgasegyenlet egy dm tomegl térfogatelemre (dbra) . .
df, =dm-a,. Foxb) F(x+§dx,t)
Ebbdl tgy lesz hullamegyenlet, hogy a rad elemi | |
darabjara hatdo dF, erét és a gyorsulast kapcsolatba
hozzuk a y hullamfliggvénnyel.

X X+dx

W) vk

Els6 [épésként hatarozzuk meg adott x koordinataju keresztmetszetre a ¢ idopillanatban

crcr

alkalmazzuk a Hooke-torvényt, amely egy rugalmas test megnyujtasandl vagy
Osszenyomasanal a testre hatd F erdt Osszefiiggésbe hozza az ¢ :7 deformacioval:

F=S8E¢
(E a Young-modulus).
Esetiinkben a deformécido a kivalasztott térfogatelem relativ hosszvaltozasa, ami
viszonylag egyszeriien kifejezhetd a hullamfliggvénnyel. Egy adott ¢ iddpillanatban az
abran lathato térfogatelem két végének relativ elmozdulasat éppen a hullamfiiggvény
x- ¢és x+dx helyeken felvett értékeinek a kiilonbsége adja meg, vagyis
db=y(x +dx,t)—w(x,t). A térfogatelem eredeti hossza €=dx . Igy az elemi

db _y(x+dx,t)-y(x,t)
[/ dx

E =
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kifejezés adja meg. Ez tulajdonképpen a y(x,t) figgvény x szerinti
differencidlhanyadosa.

Mivel itt egy kétvaltozos fliggvényt csak az egyik valtozoja szerint differencidlunk (és
kozben a masik valtozot allandonak tekintjiik), ezt a differencidlhdnyadost parcialis
derivaltnak nevezik, és jelolésére a szokdsos ,,d” szimbolum helyett a ,,0”
szimbolumot hasznaljak. Ezzel a jeldléssel a deformacio:

RAERY
rat
A Hooke-torvény szerint az erd €s a deformacié aranyos egymadssal, vagyis
t
F.(x,t)=SEe(xt)= SE% .

Ez az er6 adott ¢ id6pillanatban a hely fliggvénye, igy a rad egy dx hosszliisagl elemi
darabjara hat6 eredd erd ebben a pillanatban

dF . =F(x+dx,t)-F(x,t) =%dx.
Az erd helyfliggését megado Osszefiiggés felhasznalasaval ebbdl azt kapjuk, hogy
2
dF. = SEO’,I//—(ZX’de.

Ezzel a mozgasegyenlet baloldalat sikeriilt a hullamfiiggvénnyel kifejezniink.
A gyorsulés a helykoordinata (itt a hullamfiiggvény) masodik idéderivaltja, azaz
_y(x.t)
=
igy a mozgésegyenlet jobboldalan is megjelent a hullamfliggvény.
Fejezziik ki még a vizsgalt térfogatelem tomegét a p stirliséggel:
dm = Sdxp .
A fenti Osszefliggések felhaszndlasaval dF, =dm-a_ mozgasegyenlet a

ay

hullamfliggvénnyel kifejezve az

Ey(xt) _Fw(xt)
p &’ a’

alakot olti.
Ez a hullamterjedést leird hullamegyenlet egy rugalmas rudban terjedo longitudindlis
hullam esetén.

Hullamegyenlet gazoszlopban terjedoé longitudinadlis hullam esetén
Az alapelv ugyanaz, mint a rudban terjedd longitudinélis hulldmoknal, vagyis a
gazoszlop egy elemi darabjara felirjuk a mozgasegyenletet, majd a gyorsulast és az
erdt kifejezziik a hullamfiiggvénnyel.
A mozgasegyenlet

dF . =dm-a_,

ahol dF, a kivalasztott térfogatelemre hatd erd, a, a térfogatelem gyorsulasa, dm

pedig a tomege.
Itt az er6 az x-tengely adott helyén létrejott nyomasesésbol szarmazik, amire a ¢
id6pillanatban az
F(x,t)=-Sdp(x,t)
Osszefiiggés érvényes.
A rugalmassagtanbol tudjuk, hogy egy gaz 6sszenyomasara a
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dv
dp=-K<-
v v

Osszefliggeés érvényes. Mivel V =Sdx , és dV =Sdy =S %—de , azt kapjuk, hogy
X

dp(xt)=-K Y. S x x+dx
ox ; :

Egy x helyen ¢ id6pillanatban fellépd erd ennek alapjan
Fix)=sk Y
Ox

pOc)| | (i 0

b)) plxrdnd)
Egy kivélasztott térfogatelemre hatdé eredd erét az erének a kivalasztott hosszon
tortend

2
dF, = E0 4y g OV 4

X

Ox ox
megvaltozasa adja meg.
A gyorsulas most is
Oy(x.t)
€s
dm = Sdxp,,

ahol p, a gaz atlagos siirlisége.
A fenti 0sszefliggésekkel a mozgésegyenlet az
2 2
SK—a l//(;c’t) dx = Sdxp, ay(xt) l,//(zx,t)
ox ot
alakot olti.
Egyszertsitések utan ebbdl egy gdzoszlopban terjedo longitudinalis hulldmra a

K d’w(xt) dw(xt)
Po 8x2 8t2

hullamegyenletet kapjuk.

Hullamegyenlet rugalmas hurban terjedo, transzverzdlis hullamokra

Egy x-tengelyen elhelyezkedd rugalmas hur a rezgései kozben az eredeti helyzetébdl
arra merblegesen kitér (4dbra), és a har mentén transzverzalis hullim terjed. Az
ekozben létrejott y-irdnyu kitérés hely és

idofliggését az y=l//(x,t) hullamfiiggvénnyel y
jellemezziik.

A hullamegyenletet most is egy elemi d€
hosszusagu hurszakaszra felirt

mozgasegyenletbdl kaphatjuk meg.

A szamolas soran egyszer(sité feltevéseket
tesziink: elhanyagoljuk a hurszakasz x-iranya P
elmozdulésat, és feltessziik, hogy a hurszakasz X x+dx
kitérése kicsi, vagyis a kitérést jellemzd szogek

(a, ') is kicsik (az abra az attekinthetdség érdekében nagyon torz).

A hur megfeszitett allapotban van, a hir érintdje irdnyaba mutato feszité erdt az abran
T-vel jeloltik.

Xy
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A dm tomegil elemi szakaszra felirt mozgasegyenlet y-irdnyu osszetevoje:
dF, =dma,
Most F, -t és a -t kell kifejezni y -vel.
Az er6 y-komponense:
dF, =T +T,=Tsina'-Tsina.
Mivel o, o'kicsi: sina =tga és sina'~tga', igy

df, ~ T(tga'~tga)=Td(tgar) = T@dx .
X

De tudjuk, hogy
ga = 6_y = 6_1//
ox Ox
ezért
oltga) ’w(x,t)
ox ot
Ezzel az erd kifejezése igy alakul

o’y
ox’
A mozgasegyenletben szerepld tobbi mennyiségre felirhatjuk, hogy
O’y _y(xi)
Yoo ot
dm = pdIS ~ pdxS
(p a hur anyaganak stirtisége, S a hlr keresztmetszete).

Ezeket a mozgasegyenletbe behelyettesitve, megkapjuk annak hulldmfiiggvénnyel
kifejezett alakjat:

dx.

dF, =T

T O’y(xt) w(xt)
pS  ox’ o’

Ez a hullamegyenlet megfeszitett hurban terjedo transzverzalis hullamokra.

Az egydimenczios hullamegyenlet dltaldanos alakja

Lattuk, hogy tobbféle hullamterjedési esetre ugyanolyan alaki hulldmegyenletet
kaptunk: ezek a kiilonb6z6 esetekben csak az egyenletek baloldalan szerepld,
anyagjellemzdket ¢és geometriai adatokat tartalmazé dllandokban kiilonboznek
egymastol. Mindezek alapjan sejthetd, hogy itt altaldnos térvényszertiségrol van szo.
Ha az egyenletek baloldalan megjelend allandot B-vel jeldljiik, akkor a hulldmegyenlet
a

ROy _ Oy (xi)
ox? or*

alakba irhato, ahol

— rudban terjedd longitudindlis hullimnal B = £ ,
P

— gazoszlopban terjedd longitudinalis hullamnal B = ES és
Lo

— hurban terjedd transzverzalis hulldmnal B = iS .
o,
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Nézziik meg, hogy mi a fizikai jelentése ennek az allandonak. Ezt az egyenlet
megoldasaval, vagyis a hullamfliggvény meghatirozasaval derithetnénk ki (ekkor az
allando feltehetdleg megjelenik a hullamfliggvényben). Az egyenletet — kelld
matematikai ismeretek hijan — egyelére nem tudjuk megoldani, de tudjuk, hogy a
radban elvileg terjedhet harmonikus sikhullam, ezért az egyenletnek biztosan
megoldéasa a harmonikus sikhullamot leird
w(x,t)=Acos(wt—kx+a)
hullamfliggvény is.
Helyettesitsiik be ezt a fiiggvényt a hullamegyenletbe, és nézziik meg, hogy milyen
feltételek mellett lehet megoldds. A derivalasokat elvégezve az aldbbi egyenletet
kapjuk:
— Bk’ cos(awt —kx +a) = —o” cos(ot —kx + ) .
Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
(Bk2 -0’ )cos(a)t —kx+a)=0.
Ennek az egyenletnek barmilyen x- és ¢ értékek mellett érvényesnek kell lennie, ami
csak gy teljesiilhet, hogy a hely-¢s idofiiggd rész egylitthatdja nulla:
Bk* -0 =0.

Felhasznilva a k=2 Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy a B allando kozvetlen
%
Osszefiiggésben van a hullam terjedési sebességével.:

v=+B.

Az egydimenzios hullamegyenlet dltalanos alakban tehat az alabbi modon irhaté fel:

2 0w(xt) _Oy(xt)
& a

Az egyes konkrét esetekben csak annyi a kiilonbség, hogy a terjedési sebesség
kifejezése mas, amit a hullamegyenlet levezetése soran kapunk meg. A fentiek alapjan
a terjedési sebesség kiilonbozé terjedési  koriilmények kozott az  aldbbi
Osszefiiggésekkel adhaté meg:

longitudinalis hullam rugalmas radban: v= £ ,

o,

T K
longitudinalis hulldm (nyomas- és stiriséghullam) gazban: v=_[—,

transzverzalis hullam hirban: v = i .
V yo,

A terjedési sebességet barmilyen mds esetben a fentiekhez hasonldé modon, a
hullamegyenlet konkrét esetre torténd levezetésével kaphatnank meg. Igy példaul

rugalmas radban terjedd nyirasi hullamra a v = \/E kifejezést kapjuk (G a nyirasi
Yo,

modulus).

Gazokban ¢és folyadékokban gyakorlatilag csak longitudinalis hulldmok terjednek.
Szilard anyagokban longitudinalis és transzverzalis hullamok is terjednek, és terjedési
sebességiik eltérd: altalaban a longitudinalis hullamok terjednek gyorsabban.
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Megjegyezziik, hogy a hullamegyenlet altalanos alakja nem csak rugalmas hulldmokra
érvényes, hanem példaul az elektroméagneses hulldmokra is, csak ott a hullamfliggvény
nem mechanikai jellegli valtozast, hanem az elektromos- és magneses erétér valtozasat
adja meg. KésObbi tanulméanyaik sordn, amikor az elektroméagneses hullam
hullamegyenletét levezetik, akkor a fenti ,,B” allandora azt kapjak, hogy

B=————, ahol g, a vdkuum permittivitdsa, &,  a teret kitolté anyag relativ
gogruoﬂr
permittivitasa, 4, a vakuum magneses permeabilitdsa, . a teret kitoltd anyag relativ

magneses permeabilitasa. Az elektromagneses hullam (pl. a fény) terjedési sebessége

1 : . .
tehat ¢=+B=———— A vakuumban terjedd fény terjedési sebessége ennek

VEoE, oM,

1
megfelelden c=~/B =
\EoHy

£y =8.854%1077 As/(Vm) és u,=4m-10"Vs/Am allandokat, a vakuumbeli
fényterjedés sebességének ismert értékét kapjuk: ¢ =2,9979-10°m/s~3-10°m/s.

(vakuumban &, =1 és u, =1). Behelyettesitve az

s sk sk sk sk sk sk sk sk skeskoskoskosk sfe sk ske sk sk sk skoske sk skeskeskeskeoskosk sfe sk sk ske st skosk sk sk sk skeskeoskoskosk

Teérbeli hullamegyenlet
A hullamok az esetek dontd tobbségében nem egy dimenzioban, hanem térben terjednek. Ilyenkor a

hullaimfiiggvény helyfiiggését a helyzetvektorral adhatjuk meg: W =w/(T,t). A térbeli

hulldmegyenletet formalisan viszonylag egyszeriien megkaphatjuk egy harmonikus sikhullam
w(r,t)= Acos(wt—Kr)

hulldmfiiggvényének segitségével.

Mivel az egydimenzids esetbdl tudjuk, hogy a hullamegyenletben a hullamfiiggvény méasodik parcialis

derivaltjai szerepelnek, szamitsuk ki el6szor a hely szerinti derivaltakat a fenti hullamfliggvény esetén.

Ha figyelembe vessziik, hogy KI =k x +k, y + k_z , az alabbi 6sszefiiggéseket kapjuk:
o’w(r,t) B

o’ =—kJy(r,t)
% =—kyy(r.1)
% — Kyt 1),
Ezeket az egyenleteket sszeadva azt kapjuk, hogy
621/;2,1‘) N azl/g)fg,t) N 62122(5,1‘) k()= —i)—j;y(r,t)

@
(itt felhasznaltuk a kK = — Bsszefliggést).
\%

Masrészt a hullamfiiggvény id6 szerinti masodik derivaltja:

o’y (r t
%:—a)zw(r,t).

Az utobbi két egyenletbdl azt kapjuk, hogy

o O%w(rt) w(rit) w(ri)) d'w(rt)
v 2 + 2 + 2 - 2 :
ox oy 0z ot
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- Oy oy vy .
Ha alkalmazzuk a matematikaban szokasos + + = A jeldlést, akkor az egyszeriibb

ox’ oy o7

2
vy, = U0

alakot kapjuk.
Kimutathato, hogy ez az egyenlet nem csak a ,levezetésnél” feltételezett harmonikus hullamokra igaz,

hanem ez a hullamegyenlet altalanosan érvényes alakja.
s sk sk ok ki ok sk ke sk skeskoskoskosk ok ok sfe sk sk ok skoke sk sk skeskoskoskock st sk sk sk sfe sk skoskokoskosk ko ko

A hullamegyenlet alkalmazéasa: az allohullam-egyenlet

Korabban megvizsgaltuk egy hullamforrasbdl kiinduld és a véges kozeg hatarardl visszavert
hullamok interferenciajat. Lattuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilésekor (pl. egy kotélben
inditott hulldmnal meghatdrozott frekvencidkon) sajatos, a haladd hullamtdl kiilonbo6zo,
allandosult hullamalakzatok johetnek 1étre, amelyekben a hulldmtér egész tartomanyai azonos
fazisban rezegnek, csak a rezgés amplitidoja valtozik helyrdl-helyre. Az ilyen
hullamalakzatokat neveztiik allohullamoknak. Kézenfekvonek latszik, hogy az altalanos
hulldmegyenlet a hullimok barmilyen fajtdjanak, igy az allohullamoknak a leirasara is
alkalmas.

A hullamfiiggvény megtalaldsahoz ismerniink kell a fiiggvénynek a kozeg hataran érvényes
alakjat (peremfeltétel), és ismerniink kell a hullamfliggvényt egy kezdeti iddpillanatban
(kezdeti feltétel). A hullamegyenlet altalanos megoldasanak megtaldlasa adott kezdeti- és
peremfeltételek esetén altalaban bonyolult feladat, ezért itt csak azt tlizzik ki célul, hogy
megtalaljuk azokat a megoldasokat, amelyek a korabban kisérletileg is megtalalt
allohulldmokat irjak le.

Harmonikus hullamokkal kapcsolatos korabbi tapasztalataink szerint az allohullamot
helyfiiggd amplitado és a kozegnek nagyobb térrészre kiterjedd, azonos id6fiiggésli, azonos
fazist rezgése jellemzi, és azt talaltuk, hogy hullamfliggvénye egy helyfiiggd amplitadd és
egy harmonikus rezgést leir6 idofiiggo tényezo szorzataként irhato fel:

w(x,t)=@(x) -cos(ot+a).
Most ismét a differencidlegyenletek ,,megolddsanal” korabban tobbszor alkalmazott eljarast
kovetjiik: a differencidlegyenletbe behelyettesitjiik a ,.kitalalt megoldast”, és megvizsgaljuk,
hogy milyen feltételek esetén lesz a probafiiggvényiink megoldas.
Ha a fenti hullamfiiggvényt behelyettesitjiik a

20w (xt) _Fy(xt)

&’ a’
hullamegyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy
2
v d (pcos(a)t+a)=—g0(x)a)zcos(a)t+a).

2
X

Ez az egyenlet rendezéssel és a k = — Osszefiiggés felhaszndlasaval a
v

2
(C:; (20+k2(p(x)jcos(a)t+a)=0
X

alakba irhatd. Az egyenletnek barmely id6pillanatban teljesiilni kell, ami csak tigy lehetséges,
hogy



TOTH A.: Hullamok/3 (kibvitet dravazlat) 51 Utolsé modositas: 2006.12.20.

2
d'o(x) Zc(f) +Ep(x)=0.

Ez a differencidlegyenlet megadja az allohulldim amplitiddjdnak ¢(x) helyfliggését, és
egydimenzios allohullam-egyenletnek nevezik.
Ha a ¢(x) fliggvényt konkrét esetekben meghatarozzuk, akkor az 4all6hullam
hullamfiiggvényét is felirhatjuk az adott esetben:

w(x,t)=¢(x) cos(ot+a).

Egyszerli példaként probaljuk meghatdrozni az amplitido (0,6=0 UL,H=0
o(x) helyfiiggését egy mindkét végén rogzitett, L

hosszusdgu rugalmas hirban vagy kotélben (ébra) terjedd | \l
transzverzalis harmonikus hullamra. 0 LI x

A ¢(x) fiiggvényt

2
d C‘pr(f) +Kp(x)=0

allohullam-egyenlet segitségével hatarozzuk meg.
Mivel az egyenlet formailag teljesen azonos a harmonikus rezgdémozgéas egyenletével,
megoldasa is ugyanolyan, csak most a valtozo nem ¢, hanem x:
o(x)=Asin(kx+ ).
Ezzel az 4llohullam id6fiiggését is megado hullamfiiggvény a
w(x,t)=Asin(kx+ p)cos(ot+a)

alakot Olti.

A konkrét esetben érvényes allohullam-megoldast akkor kapjuk meg, ha figyelembe vessziik
a hatarfeltételeket.
A két végén rogzitett kotél vagy har esetén egyrészt barmely idépillanatban fennall, hogy
w(0,t)=0. Ez azt jelenti, hogy ¢@(0)=0, igy a ¢(x)= Asin(kx+ [) alakban felirt
amplitado-fiiggvény csak a f = 0 esetben alkalmazhatd, tehat csak a

o(x)=Asin(kx)
alak megengedett.
Masrészt a kotél vagy har masik vége is rogzitett, tehat w(L,t) =0, ami azt jelenti, hogy

o(L)=Asin(kL) =10,
illetve
sin(kL)=10.
Ez ugyanaz a feltetel, mint amit korabbi megfontolasainkbol kaptunk, ¢s a kovetkeztetések is
ugyanazok. All6hullam egy mindkét végén rogzitett kotélen vagy haron csak akkor jon 1étre,
ha a hullamszam a kL =nx feltételnek megfeleld értékek valamelyikét veszi fel, azaz
k,=n z

(n egész szam).
Ezzel a hullamegyenlet n-t6l fiiggd allohulla-megoldésa:

l//n(x,t):Asin(n%x)cos(a)t+a).

Mint kordbban is lattuk, a hatarfeltételek miatt a htiiron kialakulé hullamok frekvenciaja ¢€s
hullamhossza sem tetszéleges, hanem
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o —ke=n"c  lleve 4 =L
L n

Mint mar az alléhullimok korabbi targyaldsandl is emlitettiik, a fenti, egyetlen n értékhez
tartozd megoldas csak igen specialis kezdeti feltételek mellett valosithato meg. Altalaban egy
har gerjesztésekor bonyolult hulldm alakul ki, amely kiilonb6z6 frekvencidji harmonikus
hullamok szuperpoziciodja, igy az n =1 értékhez tartoz6 alapfrekvencia mellett — rendszerint
kisebb intenzitdssal — egyéb lehetséges frekvencidk (felharmonikusok) is megjelennek. Ezt
mutatja példaul az, hogy egy hur hangja erdsen fiigg attol, hogy milyen eszkdzzel szolaltatjuk
meg €s a rezgést a hur melyik pontjan hozzuk létre.

A fentihez hasonld modon targyalhatok egyéb peremfeltételek is (pl. egyik végén szabad
kotél, mindkét végén szabad rezgd palca, zart és nyitott sip (levegdoszlop), stb.

A két- vagy haromdimenzids hulldmegyenlettel sikon vagy térben terjedé hullamok altal
létrehozott allohullamok is targyalhatok. Szdmolasokat itt nem végziink, de bemutatunk
néhany sikbeli allohullam képet.

KISERLET:

Kozepén befogott négyzet- és kor alaka, vékony fémlemezekben (dbra) hegediihurral
transzverzalis rezgéseket hozunk létre. Ennek kovetkeztében allohullamok (Chladni-abrak)
alakulnak ki, amelyeknek kimutatasara finom port hasznalunk. A port a hullam gerjesztése
eldtt egyenletesen raszorjuk a lapokra, majd a hegediivonodt az dbran lathatdo D pontokban a
lemezre merdlegesen végighuzzuk a lemezen. Kozben ujjunkkal a lemez egy vagy két
pontjat megérintjiik (az abran a C-vel jelolt helyek). A porszemcsék azokon a helyeken
gylilnek 0Ossze, ahol a legkisebb a rezgés amplitidoja, tehat kirajzoljak az allohullam
csomovonalait (az dbran a s6tét tartomanyok). A gerjesztés helyén mindig duzzadohely van,
az ¢érintési helyeken csomopont. Lathatdé hogy az érintés helyének (rogzitett pont)
valtoztatasaval a csomovonalak helyzetét valtoztatni tudjuk.

D C ¢ B €€ D

s 0
r D\ @

Ezek a kisérletek jol mutatjak, hogy az allohullamok konkrét alakjat alapvetden meghatarozza
a rezgetés helye és az, hogy az ujjunkkal milyen peremfeltételeket alakitunk ki.
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Doppler-effektus

Tapasztalatbol tudjuk, hogy ha egy jarmii nagy sebességgel kozeledik felénk, és elhalad
mellettiink, akkor az altala kibocsatott hang magassagat tavolodaskor hirtelen mélyebbnek
észleljiik. A jelenség egyszerii kisérlettel sokkal meggy6zdbben is bemutathato.

KISERLET:

Fiiggbleges tengely koril forgathaté vizszintes karra egy sipot rogzitiink, gy, hogy
korbeforgatasakor a sip szdja a korpalya érintdje irdnydba mutat. Ha a kart és vele a sipot
megforgatjuk, akkor a palya érintdjének iranyaba mutatd sip a rajta ataramlé levegd hatésara
megszolal. Jol megfigyelhetd, hogy amikor a sip keringése kdzben kozeledik felénk, akkor a
hangjat sokkal magasabbnak halljuk, mint amikor tavolodik tdliink.

allo forras
Az ¢észlelt hangmagassagnak, altalanosabban S=ve S=vr
egy hullam észlelt frekvencidjanak a F
megfigyeld vagy a hulldmforrés B A e X
mozgasallapotatol vald fliggését Doppler- —y—

effektusnak’ nevezik.
mozgo forras

Els6ként vizsgaljuk meg, azt az esetet, amikor t=r F e

az fy frekvencidju hullamforras a hullamot EaN A\ >
kozvetitd kizeghez képest u, sebességgel B A c X
mozog. A hullam terjedési sebessége nyugvod Sts'=(v+u.) 7 s-s'=(v-Up) 7

kozegben v, hullamhossza 4, = -,
0

Ha a forrds (az abrdn az A pontban), a =0 iddpillanatban kibocsat egy hullamot, akkor a
hullamfront az ettdl szamitott 7 id0 alatt mindkét iranyban v sebességgel mozog, és s =vr
tavolsagra jut el (az abran a B illetve C pontokig), fiiggetleniil attol, hogy a forras all vagy
mozog. Ezen a tavolsdgon kialakul N :%ZLT:%: f,7 szédmu teljes periddus (egy
0V

pillanatfelvételen ennyi teljes szinusz-periodust latunk).

Ha a forras az x-tengely irdnyaban mozog, akkor 7 1dd alatt s'=u, 7 tdvolsagot tesz meg,
tehat az x-tengely irdnydban a 7 id6tartam végén az N szamu periodus az s —s'=(v—u, )t
hosszusagu szakaszon figyelhetd meg (als6 abra). Szemléletesen szdlva, a hullamhossz ebben
az iranyban ,,0sszenyomodik”. A C pontnal all6 megfigyeld altal észlelt hullamhossz ekkor

Ae = s=8'_(voup)r _voup < 4,. A B pontban all6 megfigyel6 altal észlelt hullamhossz

N Jot Jo
viszont nagyobb lesz, mint az allo forrds esetén mért A, hiszen ettdl a helytdl a forras
tavolodik, az N szdmu periddus az s+s'=(v+u, )r szakaszra széthuzodik, és megfigyelt

o v+u
értéke A, = -

> A, lesz.
0

Ha megallapodunk abban, hogy a megfigyeld felé mozgé forras sebessége pozitiv (u, >0),
és a tavolodo forras sebessége negativ (u, <0), akkor a két Osszefiliggés dsszevonhatd a

! Christian Johann DOPPLER (1803-1853) osztrak fizikus.
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alakba.
A mozgo forrasbol érkez6 hullam esetén a megfigyel6 az f' = % Osszefliggésnek megfeleld,

megvaltozott frekvenciat észlel:
, v

f: fo-

V—up

Vagyis a tapasztalattal egyezden, kozeledd forrasnal (u, > 0) nagyobb-, tdvolod6 forrasnal
(u,. <0) kisebb frekvenciat kapunk, mint a nyugvo forrassal mért f.

A szamolas alapjat képezd ,,hullamhossz-0sszenyomddas” és
,hullamhossz-megnyulds”  valdsdgosan is  bemutathatd
vizhullimok segitségével. Ha a viz felilletén mozgathato §
forrassal keltiink korhullamokat (példaul egy mozgd csébdl a Fs
feliiletre szaggatottan kiaramlo levegdvel), akkor — a |
varakozasnak megfeleléen — a képen lathatd hullamalakzatot
lathatjuk.

A masodik kérdés az, hogy hogyan befolydsolja az észlelt

frekvenciat a megfigyelonek a kézeghez viszonyitott mozgdsa.
Ha a megfigyeld6 mozog, akkor szamara a hullam terjedési | _
sebessége mas, mint ha nyugalomban lenne. Ha példaul a C pontban 16v6 megﬁgyelo a
nyugalomban 1évd forrds felé¢ (tehat a hullam terjedési irdnyaval szemben) mozog u,,

sebességgel, akkor a hullam terjedési sebességét v' = v +u,, -nek méri, és ennek megfeleléen
p_VEUy _VEuy

= Jo
A, %
frekvenciat észlel. Ellenkez6 irany mozgas esetén az észlelt frekvencia:
y V=l V=, 7
= = .
A, v

Ha a forrashoz kozeledé megfigyel6 sebességét tekintjiik pozitivnak (u,, > 0), és az ellenkezd
iranyban mozg6ét negativnak (u,, < 0), akkor a két 6sszefliggést 6sszevonhatjuk az

Jo

_vtuy,

f” J—

alakban.
A szamolas soran feltételeztiik, hogy a megfigyeld sebessége a hullamterjedés sebességével
parhuzamos.

Ha a forras is mozog, akkor A helyébe a mozgé forrasnal kapott hullamhosszt kell beirnunk a
fenti 0sszefliggésbe, vagyis
v+,

Ebbsla 1'=" }uF kifejezés beirdsa utan azt kapjuk, hogy
0
v+u,,

f=

Jos

V—up
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ahol u,, >0, ha a megfigyel6 a forras felé mozog, és u, >0, ha a forrds a megfigyel6 felé

mozog. Ellenkez6 irdnyt mozgasok esetén a megfeleld sebesség eldjelet valt.

Az Osszefiiggéseket azzal a feltevéssel kaptuk, hogy a forras és a megfigyeld sebessége
parhuzamos egymassal és a hullam terjedési sebességével. Ha ez nem igy van, akkor az
Osszefiiggésbe a feltételnek megfeleld sebességkomponenseket kell beirni.

Tovabbi megszoritas, hogy a frekvencia nem lehet negativ, vagyis tavolodd megfigyeld esetén

|u M| <v (ellenkez6 esetben a megfigyeld lehagyja a hullamot és nem észleli azt), és tavolodo

forrés esetén |u F| < v (ellenkezd esetben a forras lehagyja a hullamot).

Bar a fenti 6sszefiiggés nem érvényes, ha |u F| >V,

gyakorlatilag nagyon fontos az az eset amikor egy
folyadékban vagy gazban egy hullamforrasként
mikodd test a hulldmok terjedési sebességénél
gyorsabban mozog. Ez a helyzet all el6 példaul a
hang terjedési sebességénél nagyobb sebességgel
halado (szuperszonikus) repiilégépek esetén.

Ha a hullamforrds sebessége nagyobb, mint a
hullamterjedés sebessége, akkor a forras lehagyja
a hullamot, tehat el6tte nem alakul ki hullam, csak
mogotte. Az abran egy ilyen estben kialakuld
hulldmkép lathatd, ahol feltiintettik a mozgd
forras altal 1étrehozott hullamfrontok helyzetét Az
1d6kozokben.

Lathat6, hogy a forrds mogétt egy kup alaka hullamfront jén 1étre, amelyet Mach-kipnak’
neveznek. A Mach-kup legkdnnyebben sima feliiletli vizben a vizhulldmokndl gyorsabban
halad6 hajo mogott figyelhetd meg.

Az abra alapjan megallapithatjuk, hogy a Mach kup szogének ( 2:9) felére a

. y
sin8=—
Up

Osszefliggés érvényes, ahol v a hulldm terjedési sebessége, u, >v pedig a forras

sebességének nagysaga.
A két sebesség viszonya fontos szerepet jatszik a szuperszonikus repiilésben, ezért erre

bevezették az M =—- jellemzdt, amit Mach-szamnak neveznek. A Mach-szdm tehat azt adja
v

meg, hogy a mozgo forras (pl. repiilégép) a hullam terjedési sebességének (pl. hangsebesség)
hanyszorosaval halad.

Mivel a hullamfront két oldalan jelentds nyomaskiilonbség alakulhat ki, az ilyen hulldm az
athaladasa soran 16késszerti hatast fejt ki (16késhullam).

" Ernst MACH (1838-1916) osztrak fizikus.



